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Propdsito

Desarrollar las competencias necesarias para el aprendizaje de las Matematicas en
los estudiantes de Bachillerato Tecnol6gico, en los planteles de la DGETI de la
Republica Mexicana y que les permita alcanzar el perfil de egreso que exigen los nhuevos
tiempos, enfrentando la contingencia sanitaria que continta en el pais por SARS COV-
2, que requiere de su permanencia en casa. Asimismo, cada manual esta disefiado
para servir de apoyo al docente titular de las asignaturas para propiciar en el alumno,
aun en la distancia, el interés de dirigir su automotivacion hacia el aprendizaje
autodidacta de los contenidos de los programas de estudio vigentes de las asignaturas
de Matemaéticas en el plan nacional educativo, a través de la construccidn de sus propios
conocimientos y la aplicacion pertinente de éstos en su contexto personal y su vida
cotidiana, desde una éptica critico-analitica del pensamiento individual.

A consecuencia de esta contingencia sanitaria, y por indicaciones de nuestras
autoridades educativas de la DGETI, el manual se sigue enfocando en las actividades
de Aprendizajes Esenciales determinados por la Academia Nacional de Matematicas.
En este semestre, se contempla la posibilidad de trabajar de manera hibrida o semi
presencial, en los planteles en los que se retnan las condiciones necesarias y siguiendo
los protocolos establecidos por la Secretaria de Salud y de Educacion para hacerlo, de
lo contrario, continuaremos de manera virtual. Este manual esta disefiado,
principalmente, para los alumnos que no cuentan con los recursos tecnologicos; pero

también, para aprender de manera virtual y/o presencial.

Marco tedrico

Los seres humanos somos capaces de conocer el mundo a través del lenguaje, del
andlisis l6gico-matemético, de la representacion espacial, del pensamiento musical, del
uso del cuerpo para resolver problemas o hacer cosas, de la propia interpretacién del
universo, la interrelacion con los demds individuos y de una auto comprensiéon de
nosotros mismos. Donde los individuos se diferencian es en el nivel e intensidad de sus
habilidades y en las formas en que recurre a esas mismas y se les combina para llevar
a cabo diferentes labores, para solucionar diversos problemas y progresar en distintos
ambitos.
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P
Las personas aprenden, representan y utilizan el saber de muchos y de diferentes
modos, estas diferencias desafian al sistema educativo, que hoy en dia lucha por
contraponerse a las ideas erroneas de que todo el mundo puede aprender los mismos
conocimientos, las mismas disciplinas y del mismo modo, y que basta con una medida
uniforme y universal para poner a prueba el aprendizaje de los alumnos.

Los procesos de aprendizaje de las matematicas, requieren de estrategias que
permitan al alumno que las competencias que son adquiridas en la escuela, se sitien
en un ambiente cotidiano para relacionar, interpretar, inferir y aplicar los saberes a la
resolucion de problemas.

El desarrollo de habilidades, destrezas y actitudes se relaciona directamente con
las condiciones que se deben dar para lograr que los aprendizajes en el estudiante sean
significativos y lo mas funcional posible.

El proceso de evaluacién de las competencias consiste en utilizar los medios que
permitan a los alumnos reconocer si los esquemas de actuacion aprendidos le son de
utilidad, a tal grado que le sirvan para intervenir correctamente ante una situacion
problematica planteada en la cotidianidad.

Marco referencial

Al analizar los procesos de aprendizaje de las matematicas, es posible percatarse
gue los alumnos han experimentado una serie de estrategias por parte de los docentes
para que las competencias las transfieran en situaciones de la vida real. Esto exige
relacionar, interpretar, inferir, interpolar, inventar y aplicar los saberes a la resolucion de
problemas, mediante la intervencion en la realidad reflexionando y actuando sobre la
accion y reaccionando con responsabilidad ante situaciones imprevistas o contingentes.
El aprendizaje por competencias esté directamente relacionado con las condiciones que
deben darse para que los aprendizajes sean los mas significativos, situados y
funcionales posibles.

La evaluacion del aprendizaje de competencias responde a la evaluacion de
contenidos; pero no toda la evaluacion esta referida a ello. Si consideramos que la
evaluacion es un aspecto complejo donde convergen diferentes dimensiones, entonces,
debemos considerar que estan implicados procesos de evaluacién también complejos.
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El proceso de evaluacién de las competencias consistira en utilizar los medios que
permitan reconocer silos esquemas de actuacion emprendidos por el estudiante pueden
serle de utilidad para superar situaciones reales en contextos concretos, 1o mas
aproximados a la realidad; para evaluarla, es necesario tener datos fiables sobre el
grado de aprendizaje de cada estudiante con relacién a la competencia implicada, para
ello se requiere el uso de instrumentos y medios diversos en funcién de las
caracteristicas propias de cada competencia y los distintos contextos donde ésta debe
0 puede llevarse a cabo.

Dado que las competencias estan constituidas por uno o mas contenidos de
aprendizaje, es necesario identificar los indicadores de logro para cada uno de ellos,
pero integrados o0 que se puedan integrar en la competencia correspondiente y el medio
para conocer el grado de su aprendizaje sera la intervencion del estudiante ante la
situacion problematica planteada. La evaluacion, bajo el enfoque de competencias, no
solo implica evaluar el resultado del aprendizaje del alumno, también el proceso de
ensefianza-aprendizaje, por lo que conlleva a que también, en paralelo, el facilitador va
desarrollando, aprendiendo y evaluando bajo el enfoque de competencias, su propia
praxis educativa.

Caracteristicas del curso

El curso tal y como aparece en el manual, pretende abarcar los aprendizajes
esenciales que le sean utiles al alumno. En virtud de las medidas sanitarias, derivadas
de la actual pandemia del SARS-CoV-2, las autoridades de la Secretaria de Educacion
Publica del pais, han considerado, la apertura de las clases, y siguiendo con la nueva
normalidad, en el actual ciclo escolar, lo que se denomina modalidad hibrida o
semipresencial. Continuar con la actividad académica a distancia en los diferentes
niveles educativos, aprovechando los medios electrénicos actuales para que docentes
y alumnos puedan desarrollar su proceso académico de manera digital y a la vez contar
con la posibilidad de poder tener clases presenciales, con una porcion de estudiantes,
en aquellos planteles que retnan las condiciones necesarias de recibir personal y
alumnado, bajo las siguientes condiciones obligatorias: a) sefializacion de semaforo
verde, b) esquema completo de vacunacion de los involucrados y ¢) permiso voluntario
de asistencia al plantel por parte de los padres de familia.
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Los manuales estan estratégicamente disefiados para propiciar la participacion
activa, la cual implica un compromiso entre el facilitador y los alumnos para alcanzar los
objetivos del curso. Asimismo, las etapas de apertura, desarrollo y cierre, asi como las
actividades de contextualizacién y transversalidad y el tipo de ejercicios, permitira crear
las condiciones para estimular un trabajo en el que prevalezca la intencidén
comprometida de cada uno de los participantes, para analizar y extraer las
caracteristicas mas relevantes de las situaciones problematicas; discutir y encontrar
formas de solucién de los problemas y elegir, entre ellas, las mas eficaces, asi como
fundamentar, en todo momento, el porqué de la estrategia de solucion.

El propésito fundamental es trabajar con estrategias que permitan crear las
condiciones que propicien aprendizajes significativos, donde lo mas importante radica
en ser consciente de lo que se hace y para qué se hace, y no sélo de la obtencion de
un resultado concreto al solucionar un problema matematico en particular. En esta
perspectiva, el docente estd comprometido a supervisar, de manera permanente, el
trabajo de sus alumnos, orientar y retroalimentar los contenidos que se requieran en
plenarias, o en especial individualizacion, respetando los procesos de discusion y los
argumentos que conduzcan al entendimiento y solucién de los ejercicios, atender las
dudas individuales y propiciar, siempre, la participacién activa y comprometida de los
estudiantes.

Esta obra se hara llegar a los alumnos por los medios que dispongan en el contexto
de cada region del pais, tratando de abarcar la totalidad de la poblacion de estudiantes
de la DGETI. Para ello, en los planteles se estableceran los mecanismos para que se
lleve a cabo una interaccion favorable entre maestros y alumnos, a fin de dar
seguimiento a los avances que tengan los jovenes, y establecer los criterios de
evaluacion que se consideren viables de acuerdo con las circunstancias de cada region,
pero sobre todo, a las circunstancias de los alumnos, en el marco de la contingencia
actual.

Recomendaciones paralaimparticion del curso

Este material contempla en su estructura una serie de estrategias didacticas y
ejercicios con un grado de complejidad gradual ascendente, cuyo principal propésito es
gue los procedimientos para su resolucion y respuestas sirvan de parametro a todos los
involucrados en el proceso educativo, para emitir una opinion basada en el analisis de
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su alcance e importancia de desarrollarse siguiendo un razonamiento l6gico-
matematico.

Debido a la trascendencia académica del curso-taller sugerimos tomar en cuenta
las siguientes recomendaciones:

1. En la medida de lo posible, que los docentes que impartan el curso posean las
competencias necesarias, preparacion pedagdgica, dominio de los temas y estabilidad
emocional, que le permitan desempefiarse en este importante puesto social.

2. Los ejercicios tienen un grado de complejidad ascendente, por lo que es
recomendable que el docente informe a los alumnos sobre el impacto que tiene cada
habilidad en el aprovechamiento escolar; de igual forma, es pertinente que si observa
en el grupo dificultades en alguna habilidad, la ejercite hasta que se domine, 0 en su
defecto, brinde la oportunidad al estudiante de desarrollarla en otro espacio (plataforma
Khan Academy, por ejemplo), o la estrategia que el considere pertinente.

3. Se efectuara el registro de las calificaciones que cada alumno obtenga en los diversos
contenidos, para que al final del curso sea entregada de manera informativa a los
alumnos como una evidencia que legitimo su calificacion final del curso.

4. El docente podra realizar clases por video conferencias, grabar sus propios videos
explicativos, proporcionar links de videos y textos explicativos de los temas, tutoriales,
etc.; con el propésito de que el estudiante tenga los recursos suficientes para la
adquisicién de las competencias y aclaracion de posibles dudas en los contenidos.

5. Proporcionar al alumno y, si es posible, a los padres de familia, a través de las redes
sociales (como WhatsApp), los aspectos y ponderaciones a considerar en la evaluacion,
asi como, su promedio parcial y final de manera oportuna, para que los alumnos tengan
el tiempo de prepararse y regularizarse, en caso de ser necesario.

6. Se debe tener consideracién y empatia con aquellos alumnos que no tengan el
recurso de conectarse diariamente y tratar de localizarlos con medios que estén al
alcance de sus posibilidades y dandoles la oportunidad de trabajar o regularizarse en
las condiciones que le favorezcan. Como, entregar tareas en un punto de reunién fisica
y siguiendo las consideraciones de la sana distancia por la contingencia.
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Competencias para desarrollar en el curso.

COMPETENCIA

ATRIBUTOS

1. Se conoce y valora asi mismo y aborda
problemas y retos teniendo en cuenta los

objetivos que persigue.

1. Enfrentan las dificultades que se le presentan y
es consciente de sus valores,
debilidades.

fortalezas vy

2. Identifica sus emociones, las maneja de manera
constructiva y reconoce la necesidad de solicitar

apoyo ante una situacion que lo rebase.

4. Escucha, interpreta y emite mensajes
pertinentes en distintos contextos, mediante
de medios,

la utilizacion codigos vy

herramientas apropiadas.

1. Expresa ideas y conceptos mediante

representaciones linglisticas, matematicas o

gréficas.

2. Aplica distintas estrategias comunicativas segun
guienes sean sus interlocutores, el contexto en que

se encuentra y los objetivos que persigue.

5. Desarrolla innovaciones y propone
soluciones a problemas a partir de métodos

establecidos.

1. Sigue instrucciones y procedimientos de manera
reflexiva, comprendiendo cémo cada uno de sus

pasos contribuye al alcance de un obijetivo.

6. Utiliza las TIC's para procesar e interpretar

informacion.

8. Participa y colabora de manera efectiva

en equipos diversos.

2. Aporta puntos de vista con apertura y considera

los de otras personas de manera reflexiva.

3. Asume una actitud constructiva, congruente con
los conocimientos y habilidades con los que cuenta

dentro de distintos grupos de trabajo.
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Introduccioén

El propdsito de la Secretaria de Educacion Publica, es que los servicios educativos,
en todos los niveles, lleguen en lo posible, y de manera efectiva, a todos los alumnos
del pais, priorizando la atencién a aquellos que por sus diversas condiciones, no les es
posible contar con los medios y herramientas necesarias para trabajar con la modalidad
en linea, y seran ellos, principalmente, a los que se procure atender de manera
presencial en las aulas.

En sintonia con esta labor, la Academia Nacional de Matematicas se dio a la tarea
de efectuar los ajustes necesarios a los manuales elaborados por los docentes
integrantes de este 6rgano colegiado, con el objetivo de abarcar pertinentemente los
temas de los aprendizajes esenciales contenidos en los programas vigentes de
bachillerato de la DGETI, en condiciones de confinamiento social, y enfocando
esfuerzos por rescatar a los estudiantes con dificultad de trabajar en la modalidad a
distancia.

Estos manuales contienen materiales y actividades enfocadas a trabajar en
escenarios académicos tanto virtuales como presenciales, generando una estrategia
didactica que les permita a los estudiantes de bachillerato adquirir las competencias
necesarias, a partir de la recuperacion de los conocimientos previos y la construccion
de aprendizajes elementales y asi continuar con su desarrollo y formacion académica a
través de la adquisicion del sentido numérico, con el cual pueda transitar eficientemente
hacia el manejo y comprensién de la abstraccion que da el conocimiento logico-
matematico.

La construccion del conocimiento debera ser a la vez individual y colaborativa,
donde todos los estudiantes tengan la oportunidad de adquirir los mismos
conocimientos, segun su propia percepcion de la realidad.

Los manuales estan estructurados en secciones que incluyen actividades de
apertura, desarrollo y cierre como estrategias sistematicas que le permitan al estudiante
construir su conocimiento personal, aduefiandose del manejo de las herramientas
académicas y recursos intelectuales esenciales que le seran utiles en la adquisicion de
competencias y conocimientos formales posteriores, para llegar a alcanzar su formacién
profesional y poder intervenir en los cambios que la sociedad actual le demande.

iSomos orgullosamente DGETI!
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Justificacion

Estamos conscientes que, estos tiempos que les ha tocado vivir a los estudiantes
de nuestros planteles de todo el pais son particularmente dificiles. Tener que enfrentarse
a las circunstancias de la nueva modalidad de educacion a distancia, representa para la
mayoria de ellos, un verdadero problema en el afdn de comprender los contenidos que
marcan los programas de estudio vigentes en todos los niveles. Contar con los medios
de comunicacion digitales adecuados en casa, aunado a las dificultades econémicas
gue muchos de nuestros alumnos atraviesan, se ha convertido en un complicado reto

para ellos y sus familias.

Conscientes de esta situacion, las autoridades de la Direccion General de
Educacién Tecnoldgica Industrial y de Servicios y la Academia Nacional de Matematicas
de este subsistema, se han dado a la tarea de disefiar estrategias que favorezcan en
todo lo posible la ensefianza de los temas de matematicas, que le seran Utiles para la
continuacion de sus estudios en este nivel bachillerato y los que el joven emprenda a

continuacion, en la busqueda de su preparacion y formacion profesional.

Si bien es cierto, las dificultades de comprension y habilidades en matematicas tiene
sus origenes en un sin numero de ambientes y condiciones en el individuo, éstas si se
reflejan en el aprovechamiento de los alumnos en bachillerato y por consecuencia en
niveles posteriores, por lo que se hace necesario emprender acciones académicas

dirigidas a subsanar en lo posible algunas de esas inconsistencias.

Es por eso, que los manuales elaborados por dicha academia, estan disefiados
para apoyar el esfuerzo en la practica docente para colaborar con los alumnos,
detonando en ellos la capacidad de observacion, globalizacion, jerarquizacion,
regulacion de su propia comprensién, y por consecuencia, Sus competencias
matematicas, ya que es importante la sistematizacién de los procesos académicos y su
motivante aplicacion, cuya utilidad se vera reflejada, no sé6lo en el contexto académico,

sino en cualquier &mbito de su vida cotidiana.

Este material es el resultado de la experiencia de los maestros que lograron
concentrar los contenidos de los programas de las asignaturas de Algebra, Geometria
Analitica y Calculo Integral y trabajar en solo los aprendizajes esenciales, con el
propésito de ofrecer a los alumnos las herramientas prioritarias para su formacion
académica en este nivel y sus estudios posteriores, evitando asi el exceso de trabajo

escolar en su hogar.
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Unidad I. Integral Definida

1.1 Calculo de Areas por Aproximacion

Introduccién

Seguramente recordards como se calculan areas de superficies geométricas regulares,

como cuadrados, rectangulos, circunferencias, trapecios, etc.,
pues existen férmulas sencillas que desde estudios anteriores las
sabemos de memoria. Basta con conocer algunas de las
dimensiones de sus elementos, lados o contornos, la cuales las

llamamos bases, alturas, apotemas, etc.

Incluso, de alguna manera o de otra podriamos calcular algunas
areas de figuras no regulares o compuestas, dividiéndola en

figuras mas simples, faciles de calcular su area y luego sumarlas

o restarlas. Por ejemplo, la siguiente:

8m

11m

20m

8m

9m

16m
Tiene muchas maneras de resolverse, ¢verdad? Describe como lo harias, escribe los

calculos y la respuesta correcta:

Procedimiento:

Area Total =
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Por supuesto que existen otras figuras mas complejas, las cuales, no es tan sencillo

calcular su area, ni siquiera segmentarlas en figuras simples.

Precisamente el estudio del campo de las matematicas, conocida como Célculo Integral,
esta relacionado al célculo de areas que ya son de tu conocimiento. Si es cierto, que
para ello, vamos a necesitar la aplicacion de conocimientos previos de Geometria
Analitica y Célculo diferencial, dichos problemas son demasiado interesantes, pues nos
aclararan algunas de las aplicaciones de esta area de las matematicas, herramienta de
los estudios superiores como la ingenieria (civil, quimica, mecéanica, etc.), arquitectura,

medicina, disefio gréfico, etc.

Actividades de Apertura

Realiza los siguientes ejercicios:

1. ¢Cudl es el area de las siguientes figuras?

-~—1

2 5 P 5 5
Area= Area= Area=

2. ¢Cual es el area de la siguiente figura?

-2

Area (aproximada)=

Si por ahora no pudiste responder con exactitud a este ejercicio, no te preocupes. Esto
es precisamente una de las areas de aplicacion del Calculo Integral. A lo largo de las
siguientes actividades, iremos construyendo paso a paso la soluciéon a este tipo de

problemas y sus aplicaciones en la vida cotidiana.
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@@ Actividades de Desarrollo

Una forma de estimar el valor del area anterior es aproximandonos con figuras
geomeétricas, cuyo célculo de area es mas sencillo, por ejemplo, si partimos el eje x en
cuatro partes iguales y dibujamos rectangulos que se inscriban bajo la curva tendremos

la siguiente figura. y+
6+

n=4

Suma de Areas = 10.0000

1 2 4 X
Se han dibujado cuatro rectangulos (n=4) bajo la curva, gue se cierran en su parte

superior, por su extremo izquierdo, (por lo que el de la izquierda no se observa al tener
una altura de cero). Si se suman las areas de los cuatro rectdngulos tendremos una
primera aproximacion del valor del &rea de la figura original. Observa que, el ancho de
cada rectangulo es igual, por lo que solo difieren en la altura. Para este caso, la suma
de las areas de los rectangulos es de 10; trata de realizar los calculos para comprobar.
Sucesivas aproximaciones consistirian en ir aumentando el nimero de rectangulos (n)
inscritos en la figura. Observa los cambios en el area total de los rectangulos cuando

éstos se incrementan en ndmero.
Y1 ¥t a-16 Y1 n=32

n=8

Suma de Areas = 10.5000 | Suma de Areas = 10.6250 |  Sumade Areas = 10.6563

2

Contesta las siguientes preguntas:
1. A medida que aumentamos el nuimero de rectangulos, ¢qué cambios se

producen en el ancho de éstos?

2. A medida que aumentamos el nimero de rectangulos, ¢qué cambios se

producen en la suma de sus areas?

3. ¢Cuéanto mide el ancho de la figura con respecto al eje x?
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4. ¢Cuéando se emplean 4 rectangulos, ¢ cuanto mide el ancho de cada uno?
5. ¢Cuéndo se emplean 8 rectangulos, ¢ cuanto mide el ancho de cada uno?

6. ¢Como se puede calcular el ancho de los rectangulos, una vez que se conoce

en cuantos se va a particionar la figura?

En el calculo de &reas por aproximacion, es conveniente representar algunos

procedimientos mediante férmulas sencillas, que permitan realizar la actividad de una

manera mas rapida y segura. Ahora te mostraremos, paso a paso, el calculo del area

aproximada para el primer caso, donde se emplearon 4 rectangulos.

Caso Particular

Caso General

1 f(x) = -x* + 4-x

1 n=4

()

n

b X

a a1 a2 as

Calcula en intervalo sobre el eje x de la
gréafica de la funcién.

Intervalo=4—-0=4

Se resta el valor menor al mayor.

Calcula en intervalo sobre el eje x de la
gréafica de la funcién.

Intervalo=b—a

Se resta el valor menor al mayor.

Calcula el ancho de cada rectangulo.

El ancho total del gréafico, entre el numero de
rectangulos en que va a dividirse.

Calcula el ancho de cada rectangulo.

b—a
n

Ax =

El ancho total del gréafico, entre el nUmero de
rectangulos en que va a dividirse.
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Determina los valores de los extremos
izquierdos de cada rectangulo.

x=0,1,2y3

Desde donde se medira el ancho de cada rectangulo.

Determina los valores de los extremos
izquierdos de cada rectangulo.

X =a, al, az,a3

Desde donde se medira el ancho de cada rectangulo.

Calcula la altura de cada rectangulo.
flx) = —x? + 4x
f(0) =—(0)*+4(0) =0
f=-1?*+41) =3
f2)=-2)*+42) =4
f@=-3)?+43)=3

Se sustituyen los valores anteriores en la funcion.

Calcula la altura de cada rectangulo.
f&)
f(a)
f(a1)
f(az)
f(as3)

Se sustituyen los valores anteriores en la funcion.

Calcula el area de cada rectangulo
A = (base)(altura)

A4, =(1(0)=0
A, =1B)=3
A3=(1#) =4
A, =B =3

Calcula el area de cada rectangulo
A = (base)(altura)
A = (Ax)f(a) =0
A, = (Ax)f(ay)
Az = (Ax)f (az)
Ay = (A0)f (a3)

Calcula la suma de las areas de los
rectangulos.

AT=A1+A2+A3+A4
Ar=0+3+4+3=10

Calcula la suma de las areas de los
rectangulos.

AT=A1+A2+A3+A4,

Ar = f(a)Ax + f(a)Ax + f(ay)Ax
+ f(az)Ax

Ejercicio 1: Determina, siguiendo los pasos indicados, el area aproximada de la

siguiente figura, calculando la suma de las areas de los rectangulos inscritos.

H‘H—d!'_,q}
.? P ol

DGETI

f(x) = x?
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Paso 1: Determina el intervalo (ancho) de la figura sobre el eje x:

Paso 2: Divide o particiona el eje x para inscribir 3 rectangulos.

¢ Cual es el ancho de cada uno? Ax =

Paso 3: Escribe los valores de x que coinciden con el extremo

izquierdo de cada rectangulo:

Paso 4: Calcula la altura de cada rectangulo (sustituye los valores

de x anteriores en la funcion).

Paso 5: Calcula el area de cada rectangulo:

Rectangulo Base Altura Area

1

2

3

Paso 6: Calcula la suma de las areas de todos los rectangulos:

AT:A1+A2+A3: . @@

o
i

p

Ahora practica el procedimiento, aplicando el criterio de cerrar los rectangulos por su

extremo derecho:

10 Paso 1: Determina el intervalo (ancho) de la figura sobre el eje x:
T f(x) = x?
9; n=3
61 Paso 2: Divide o particiona el eje x para inscribir 3 rectangulos.
al ¢ Cudl es el ancho de cada uno? Ax =
2 Paso 3: Escribe los valores de x que coinciden con el extremo
! derecho de cada rectangulo:

Paso 4: Calcula la altura de cada rectangulo (sustituye los valores de x anteriores en la

funcion).

DGETI ACADEMIA NACIONAL DE MATEMATICAS
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Paso 5: Calcula el &rea de cada rectangulo:

Rectangulo Base Altura Area

1

2

3

Paso 6: Calcula la suma de las areas de todos los rectangulos:

AT=A1+A2+A3=

Contesta las siguientes preguntas:

1. ¢Existe diferencia en el area calculada en ambos casos?

2. En caso afirmativo, ¢a qué se debe?

3. Con base en los resultados obtenidos en ambos céalculos, ¢ Cudal crees que

deberia ser el valor del &rea exacta bajo la curva original? ¢ porqué?

Ejercicio 2: En tu cuaderno, calcula el area bajo la curva f(x) = x® en el intervalo de
0 a 2, aplicando el procedimiento anterior para ambos planteamientos. Estima el valor

exacto con base en los resultados obtenidos.

DGETI ACADEMIA NACIONAL DE MATEMATICAS
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L Actividades de Cierre J

Ejercicios: Determina el area aproximada de las siguientes figuras, calculando la suma

de las areas de los rectangulos inscritos.

T a) Ancho de cada rectangulo:
10+
T — 3
s f(X)=x
4 Ax = =
6. n=6.00 "
4+ b) Valores de los extremos derechos de los
2 rectangulos:
o
T 1 2 _}_}_}_)_)_
c) Tabla de valores:
Rectangulo Base Altura Area
1
2
3
4
5
6
Area Total:

DGETI ACADEMIA NACIONAL DE MATEMATICAS @
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'.' Actividades de Contextualizacién o Transversalidad

1. En los primeros dias de la pandemia en México, en el mes de marzo de 2020,
cientificos epidemi6logos expertos en el area estimaron que la curva de contagios
para el pais seguiria el comportamiento del siguiente grafico (izquierda) donde x es
el nimero de dias transcurridos a partir del brote. El 4rea bajo la curva representa
el nimero acumulado de casos positivos en el rango de diez dias.

26 261
24 24!
22 221
20 20!
f(x) = 0.9025-e%3321 18] f(x) = 0.9025-¢"3321
s-
141 n=10.00
12]
101
1 2 8 10
a) Determina cuantos casos positivos surgieron aproximadamente durante esos 10
primeros dias de contagio. Para ello, haz una particion bajo el rea, de tal manera
gue inscribas 10 rectangulos, como se muestra en la segunda figura.
Rectangulo Base Altura Area
1
2
3
4
5
6
7
8
9
10
DGETI ACADEMIA NACIONAL DE MATEMATICAS
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b) Si el grafico se extiende a tres dias mas, ¢,cuantos casos acumulados habra en

esos tres dias?

Rectangulo

Base

Altura

Area

1

2

3

c) ¢Como se comparan el nUmero de casos en ésos ultimos tres dias con los 10

dias previos?

d) Siextrapolamos el grafico hasta los 30 dias, ¢,cuantos casos acumulados habra
en los dias 28, 29 y 30?

Rectangulo

Base

Altura

Area

1

2

3

e) Ante el prondstico de propagacion del Covid 19, el gobierno federal anuncié una

serie de medidas para contener la velocidad de contagio. Se estima que, de

respetarse estas medidas, el grafico puede comportarse como la funcién

f(x) = 0.8913¢%3112%_ ; Cuantos casos de contagio podrian evitarse en esta

situacion solo en los dltimos 3 dias (28, 29 y 30) siguiendo las recomendaciones?

Rectangulo Base Altura Area
1
2
3
DGETI ACADEMIA NACIONAL DE MATEMATICAS
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4

Ejercicios Adicionales

DGETI

1. En cada uno de los siguientes casos, calcula el area aproximada bajo la curva para

el nimero de rectangulos que se indica. Observa que en cada inciso hay dos
planteamientos: Cuando los rectangulos se cierran por los extremos izquierdo y
derecho. Estima en cada ejercicio el valor exacto bajo la curva con base en los

resultados obtenidos.

a
) 9+ 9+
1 2 . il
sl f(x)=Xx ol
7t 7t
6+ 6+
51 51
3l o
21 A
1] 14
ches +
i 1 2 |
AT = uz AT = uz
— 2
AExacta - u
1001 100
90+
80
70
60
50
40
30
201
10+
[RRRRR.
AT = uz AT = uz
— 2
AExacta - u
ACADEMIA NACIONAL DE MATEMATICAS
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1.2 Notacidn Sigma

Introduccién

Anteriormente aprendimos que, para obtener una buena aproximacion del area bajo una

curva, podiamos emplear nuestros conocimientos previos sobre el
célculo de é&reas de figuras basicas, como el rectangulo, y
fraccionar o particionar el area que queremos determinar
inscribiendo por debajo de ella una serie de rectangulos cuya

cantidad podemos establecer seguin nuestro criterio.

¢De qué depende el niumero de rectangulos que decidamos
emplear?, observa los dos planteamientos y el valor del area

aproximada en cada caso:

Suma de Areas = 10.0000 Suma de Areas = 10.6563

1 2 4 X H S

Contesta las siguientes preguntas:

1.

¢En cudl de los dos planteamientos consideras que existe una mejor

aproximacion al area que se quiere calcular?

¢,De qué depende que nuestros calculos se aproximen en mayor grado al area

exacta de la figura bajo la curva?

En el primer caso, ¢ de cuantos rectdngulos debemos sumar sus areas?

En el segundo caso, ¢ de cuantos rectangulos debemos hacerlo?

¢,Qué ventajas tiene desarrollar los calculos por la primera opcion?

¢ Qué desventajas tiene desarrollar los calculos por la segunda opcién?

El calculo de areas aproximadas por el método sumar areas de rectangulos es sencillo,

como podras haberlo experimentado, sin embargo, considerar un numero de

DGETI
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rectangulos cada vez mas grande, implica invertir mucho tiempo y espacio, con una
probabilidad mas grande de tener un error en el proceso. En matematicas existe un
recurso valioso que puede ser de mucha utilidad para acortar los célculos de las areas
de los rectangulos, sin importar practicamente cuantos decidamos elegir para nuestro

objetivo. Se llama Notacion Sigma.

Actividades de Apertura

La notacion sigma se emplea en matematicas para calcular la suma de muchos
o infinitos sumandos. Nos sera de mucha utilidad para calcular la suma de muchos
rectangulos en nuestras aproximaciones al calculo del area bajo una curva. Como otras
herramientas matematicas, la notacién sigma emplea cierta simbologia y tiene algunas

férmulas y propiedades que es necesario dominar para su correcta aplicacion.
Su nombre se debe a la letra griega “Sigma”: )’

Con la notacién sigma se puede representar una expresion muy extensa, haciendo solo
algunos pequefios cambios. Por ejemplo, si queremos expresar la suma de los primeros

diez nimeros naturales podemos hacerlo asi en notacién sigma:

10
Esdecir: 2,1 =1+2+3+4+5+6+7+8+9+10

i=1

La letra i recibe el nombre de indice de suma, los nimeros 1 y 10 son los limites
inferior y superior, respectivamente, de la suma, y tienen que cumplir que:

limite inferior = limite superior

Limite Superior -
Ultimo ndmero dela |—— 0 Ind:‘ind: la
serie .
>
i=1
Limite Inferior / \ Limite Inferior
primer nimero de la Debe ser siempre menor o
serie igual, al superior
DGETI ACADEMIA NACIONAL DE MATEMATICAS
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Para el indice de suma se puede emplear cualquier letra, las mas comunes son i,j o k.
n
Da;=a, +a,+a; +..4,
i=1

El lado izquierdo de esta igualdad se lee: “La suma de términos a; desde i = 1 hasta

i=n".

Suelen agregarse
puntos suspensivos
cuando el nimero de
términos es muy
grande.

Ejemplos de Notacién Sigma:

5
D j=1+2+3+4+5

j=1

iy
10 x
Z 2k =2(3) +2(4) + 2(5) + 2(6) + 2(7) + 2(8) + 2(9) + 2(10)
k=3
18
D317 =3(2)* +3(3)* +3(4)* +3(5)° +...+3(16)* +3(17)* +3(18)°
i=2
150 I, 3 3 3 3 3 3 3 3
§_0, 0, @@, 48" @9 150
0 D 5 5 5 5 5) 5 5
@7 7 7 7 7 7 7 7 71 7
P e e T S bt
1 4 5 6 7 8 9 10 11 12
L@@? Actividades de Desarrollo J
Realiza los siguientes ejercicios:
1. Determina las siguientes sumatorias (calcula también el resultado de la suma).
10
a) > t=
t=1
8
b) Z 2i =
i=1
11 i
c) > @Bj+h)=
j=1
12 .
d) > j*=
j=1
7
e) > k’=
k=1
DGETI ACADEMIA NACIONAL DE MATEMATICAS -
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2. Empleando la notacién sigma...
a) ¢Cbomo se representa la suma de los nimeros 1 al 8?

b) ¢Cobmo se representa la suma de los numeros 1 al 20?

P , 1 1
c) ¢Como se representa la suma de los nimeros 5 al 3 ?

d) ¢Como se representa la suma de los numeros 1 al 20 elevados (cada uno) al
cuadrado?

Ahora enfoquemos la notacién Sigma en el célculo de areas aproximadas. Analiza el
siguiente ejemplo: Se desea calcular el area bajo la curva de la ecuacion f(x) = x? en

elintervalodea=0ab = 10.

100 El intervalo sobre eleje x esde b —a = 10 — 0 = 10.
90 . . z
1 V Si se desea particionar en 10 rectangulos (n=10), cada uno
80
f(x) = x? , 10
701 tendra un ancho de Ax = — = 1.
n=10 10
60+
50 Para calcular las alturas de los rectangulos, habré que sustituir
401 7 los valores de los extremos derechos de cada rectangulo en la
30 ., .
1 funcién f(x) = x2. Es decir, los valores del 1 al 10 se elevan al
20+
1ol cuadrado. Al sumar el area de todos los rectangulos se obtiene
=L . la serie:
L 5 10

Ar =(DM? + (D@* + (DB + MH@? + MG)* + (DO + (D(7)? + (1)(8)?
+(1(9? + (1)(10)*

Si queremos representar este calculo con la Notaciéon Sigma tendremos:

Nota que, si hubiera mas
rectangulos, la notacion sigma
apenas cambiaria en alguno de
sus elementos. jEsa es la gran

ventaja de su empleo!
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1. Representa las siguientes series de sumas de areas de rectangulos en Notacion
Sigma:

[]
a) Ap =3(1)2 +3(2) +3(3)2 + 3(4)2 + 3(6)? + 3(7)? = Z[:][ I 1
[ ]

b) Ap=2(1)° +2(2)° + 2(3)° + - + 2(18)3 + 2(19)* = Z[:][ I 1

]

2 2 2 2 2 2 2 [
ORGSO RO RS ORHORCIOIED M By

1. Resuelve el siguiente ejercicio:

[—

a) Calcula el area aproximada bajo la curva f(x) = x2 en el intervalo de a = 0 a
b =5. Desarrolla los términos de la suma de areas de rectangulos y

represéntalos con su correspondiente notacion sigma.

DGETI ACADEMIA NACIONAL DE MATEMATICAS
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1.3 Propiedades y formulas de la notacidn sigma

Introduccién
&
.

Disponemos con la Notacién Sigma de una herramienta que nos

permite representar los célculos de sumas de términos de una manera

‘E\‘ mas practica y sencilla.
“_\ ) Algunos calculos de expresiones mas complejas que los realizados
— hasta ahora, requeririan normalmente de més tiempo, porque implican
operaciones cada vez mas extensas y tediosas, pero con la aplicacion

de algunas formulas y propiedades basicas, podras realizar esos

calculos de una forma mas rapida y segura.

Actividades de Apertura

Cierto dia de 1786, J. B. Bittner, maestro de un colegio aleman,
castig6 a todos los nifios a sumar los 100 primeros niameros naturales
para tenerlos entretenidos y callados un buen rato. El nifio Carl
Friedrich Gauss obtuvo la respuesta casi de inmediato:
1+2+3+ ..+ 99 + 100 =5050.

o ¢,Como logré Gauss hacer los célculos con esa rapidez e ingenio?
Gauss not6 que, si sumaba el primer y Ultimo namero, el segundo con el pendltimo, etc.,
obtenia mismos resultados, dado que tenia 50 resultados iguales, entonces, solo faltaba
multiplicar la suma por 50.

Esta anécdota, nos da una idea de, como podemos crear atajos en los calculos cuando

empleamos la notacion sigma. Analicemos el procedimiento de Gauss:

La suma de los numeros del 1 al 100 se representa con la expresion:
100

D i=142+3+4+..+98+99+100
i=1

Si invertimos el orden en la serie:
100

Zi =100+99+98+..+4+3+2+1

1=1
Ahora sumemos los términos de ambas series en ese orden invertido:

DGETI ACADEMIA NACIONAL DE MATEMATICAS
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100

Di=1+2+3+4+..+98+99+100
i=1 +

100
Zi =100+99+98+...+4+3+2+1

i=1

100
2> i1=101+101+101+...101+101+101

i=1
iSe obtiene 100 veces
la misma suma! &\\
100

ZZi =101+ 101 + 101+...101 + 101 + 101 = (100)(101)

=1

Por lo que:

100

2 ) i=(100)(101)
2

Despejando la sumatoria:
100

~(101)(100)
- oo

i=1

Generalizando la expresion para cualquier valor del limite superior:

i" @+ 1)
- 2

i=1
Se obtiene una férmula que permite calcular la suma de los nimeros consecutivos
desde 1 hasta cualquier valor del limite superior.

Ejercicios: Aplicando la formula anterior, calcula las siguientes sumatorias:

DGETI ACADEMIA NACIONAL DE MATEMATICAS ?
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@@ Actividades de Desarrollo

De manera similar a la deduccion de la formula anterior, para cierto tipo de sumatorias,

se pueden deducir formulas especificas, con el fin de reducir los calculos. Las mas

comunes son las siguientes:
1LY i=1+2+43+..+(n-D+n= n(n+1) Il

i=1 2 <
2 NP2 22 4% 4.+ (n-1) 2 _n(n+1)f2n+1)
Z:I +22 43 +..+(n-1)%+n A
n 2 2
8NP P42 F st (N1 4?0+
Zﬂ:l +2°+3 4+ +(n=-1)%+n .
4 Zn:i4=14+24+34+ +(n_1)4+n4=n(n+1)(6n3+9n2+n—1)
= 30

Es decir, es posible calcular de manera directa sumas de numeros elevados al

cuadrado, al cubo y a la cuarta, aplicando la férmula adecuada.

Las siguientes propiedades se emplean para modificar previamente las sumatorias en
expresiones equivalentes, de tal forma que, pueda aplicarse alguna de las férmulas

anteriores.

Propiedad Descripcion Ejemplo

n Si se suma 3
_ solamente un valor _ _ _

L ZC =Cen constante, éste se 28 =8+8+8= (8)(3) =24

=1 repite n veces. i=1

Si la sumatoria
tiene un factor
constante, puede

n n n n
N — i sacarse de la 3 3

2. ZCf (I) - CZ f (I) sumatoria  para Z5| - 52'
=1 =1 multiplicarse =1 i=1

posteriormente por
el resultado.

Las sumas
L . ] NS . algebraicas de
3. f@)xg)|=> TOx£> g(i) | tarmi L L L
PILORODIUORIN0 emies e wa | gt gt i) -3 2 43 80 -3
realizarse por i = = =
separado.
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®
Ejemplo de aplicacion de las propiedades y férmulas de la Notacién Sigma:
40
Z(Si3 —2i% + 30) =Z 53 — Z 2i% + Z 3i | |ossesﬁ?np§r:325
=1 =1 =1 =1 (Propiedad 3).

40
=52i3 _ZZ +3Z Se sacan las

. <4— constantes
(Propiedad 2).

4 4

Férmula 3 II Férmula 2 II Férmula 1

Se sustituye el

(40)?(41)2 40(41)(81) 40(41) <
2 +3 valor de n.

4 - 6 2

_: (1600)(1681) ) 132840 L3 1640
B 4 6 2
= 3362000 — 44280 + 2460 = 3320180

Ejercicios: Aplicando las Propiedades y Férmulas de la Notacién Sigma, resuelve

las siguientes sumatorias:

25
a) Z 12 =
i=1

20
b) 23]'
=1

18

5 Z(Si +10i2) =

i=1

d) Z%:

ACADEMIA NACIONAL DE MATEMATICAS
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Actividades de Cierre

En cada uno de los siguientes casos, se muestra el planteamiento en el calculo de las

areas de los rectangulos que se forman bajo la curvay la representacion con su notacion

sigma respectiva. Completa los elementos faltantes sefialados con el espacio en blanco.

[ ]

23
C);[_ ]i[ ]Z;(DZ+%(2)2+%(3)2+..;(22)z+§(23)2

[ ] [ ]

d)i([ Pl N=5) 2 +7)
=1 '

j=1 j=1

100 [ ] [] [ ]

e);(ku)[ ]=Zk2+42k+z4

k=1 k=1 k=1

[ ]
23
g2
i=1

DGETI ACADEMIA NACIONAL DE MATEMATICAS
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<’\3'

Actividades de Contextualizacion o Transversalidad

El grupo 6°N de alumnos del CBTis 224, organizan una rifa en la que el premio es un
viaje a Mazatlan, Sinaloa; con estancia de dos noches de hospedaje
con un costo de $5000. La rifa consiste en “raspar” un numero del
1 al 150. La persona paga en dinero el niumero que descubre. Por
ejemplo, si descubre el nimero 25 paga $25. Empleando la notacion

sigma, determina:

a) ¢Cuanto dinero pueden recaudar los alumnos si venden todos los nUmeros?

Escribe los calculos que desarrollaste.

b) ¢Cuanto es la ganancia que obtienen?

Ejercicios Adicionales

Calcula las siguientes sumatorias. En algunos casos es posible que debas aplicar algin
desarrollo algebraico.

2 Y2 -
b) > (i-1)°=
j=1

DGETI ACADEMIA NACIONAL DE MATEMATICAS ?



& CALCULO INTEGRAL (APRENDIZAJES ESENCIALES)

1.4 Aplicacion de foérmulas y propiedades. Calculo de areas por
aproximacion con notacidén sigma.

Introduccion

Hasta ahora hemos visto, como plantear un problema donde se requiere el calculo de

area de una figura irregular. También has aprendido de una valiosa
herramienta de calculo como la notacién sigma para realizar

operaciones de series numéricas de una manera mas sencilla y

conveniente. Ahora podras experimentar, con ambos conocimientos,
para resolver problemas que se complican con nuestros

conocimientos de geometria elemental.

Un buen dominio de las propiedades y férmulas de la Notacion
sigma, te permitird hacer calculo de areas bajo curvas con una

aproximacion que sea muy cercana a la exacta.

Actividades de Apertura

Analiza el siguiente ejemplo, en el que se hace un comparativo, entre el calculo de éstas,
determinando el area de los rectdngulos de manera convencional y aplicando lo

aprendido hasta ahora.

Ejemplo 1: ¢ Cudl es el area bajo la curva?

10 f(x) = x?

DGETI ACADEMIA NACIONAL DE MATEMATICAS
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P

1. Primero hagamos una aproximacion inscribiendo tres rectangulos.

T f(x) = x2
sl n=3 Intervalo:bh —a=3-0=3
1 Numero de rectangulos: n = 3
61 Ancho de los rectangulos:
1 Ax=2=1
a4 r=37
T Valores de x para los extremos
2+ derechos de los rectangulos: 1,2y 3
1 2
Areas de Rectangulos Notacion Sigma

Célculo de las alturas:

Ar =) fx)ax
i=1

A = (Base)(Altura)
FM=7=1 A4 =OM=1 I PR
f@=@32=4 A,=1)@) =4 nimeros ; i%(1) ztr]jlcséta:;fﬁ?%g?]
f3=03)2=9 A;=(1O) =9
Ar = 14 u? AT=Zi2(1)=%6)(7):14u2

Observa que en ambos
casos se obtiene el
mismo resultado.

La expresion:

Ar = flx) dx
i=1

representa la suma de las areas de cualquier numero de rectangulos (n). El area de

cada uno de ellos se calcula multiplicando su ancho Ax por su altura f(x).

Altura de
Suma de n cada
rectangulos \ / rectangulo
n
Ar = f(x) Ax
/ =1 \ Base de

cada
rectangulo

Area Total
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2. Hagamos una aproximacion inscribiendo seis rectangulos.

10+
1 f(x) = x2 Intervalo:b —a=3-0=3

NUmero de rectangulos: n = 6
Ancho de los rectangulos:

n==6

N 3 1
A = —_ = —
] *TeT2
44 Valores de x para los extremos derechos de
_ los rectangulos:
2,
) 123456
4 ! 2'2'2°2'2°2
2
Areas de Rectangulos Notacién Sigma
n
Célculo de las Céalculo de areas: _
alturas: A= (Base)(Altura) Ar = Zf (xi)dx
i=1
A = 1\ /1 _ 1 Las alturas se calculan
1 1\ 1 17\2)\4) " 3 Se generan elevando estos valores
f (E) = (E) = 7 1 1 nameros  * al cuadrado como indica
5 A, = (—) == 123456 la funcion f(x) = x?
f(_) ()2 =1 2 2 22'2'2'2°2
2 , A = 1\ /9 _ 9
f(E)Z(E) _9 3‘(5)(1)‘5 N
2)\2) "4 1 S N2
Jeares 2o R0
f(5)=(2)2=4 =z ® Ar £:\2) \2
=
Q-6'-% 063
5)1=\5) = 2/\ 4 8 6 6 6
AR X 9 4 i2 /1 21,
N o332 = A=<—>9=— T:Z_(_):Z___zl N
f(z) @2=9 As=(5)®=3 £,%\2) T L8 T8 L
1(6)(7)(13 91
Ap == =11.375u? r= 5% =5 2 =11.375 u?

Observa que en
ambos casos se
obtiene nuevamente el
mismo resultado.

\
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@@ Actividades de Desarrollo

Aproximarse aun mas al resultado exacto, en el planteamiento del ejemplo anterior,
implica considerar un mayor namero de rectangulos, se vuelve poco practico el
procedimiento de calcular las areas de los rectangulos inscritos con la formula

convencional.

Ejercicio:
1. Realiza paso por paso el calculo de esas areas empleando la Notacién Sigma:

104
1 f(x) =x? Intervalo: b —a =

Numero de rectangulos: n =
Ancho de los rectangulos:

n=12

4 Por lo que los 11 valores de x para los
) extremos derechos de los rectdngulos
5] son:
—+— '
1 2
Notacién Sigma:
Area total:
n
Ar =) fpax p—
{ Escribe la expresion

) =1 que contiene a i,
Reg|§tr§1 el valor para que genere las
del limite superior fracciones que
correspondan.
[] P
Ar = 2[ Il ]\ Escribe la medida
i del ancho de cada

rectangulo.
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(‘

L Actividades de Cierre J

En cada uno de los siguientes casos, se muestra el planteamiento en el célculo de
las areas de los rectangulos que se forman bajo la curva, y la representacion con
notacion sigma respectiva. Completa los elementos faltantes sefialados en el
espacio en blanco.

a) Rectangulo | Base | Altura Area

N -
N
~/
N| -
N———

N
N
N =
——
/
N|

| f(x) = 2:x? 1
n=4

=Y (H) 6

Rectadngulo | Base | Altura Area

3 3

N v H @ | sH G

S KON IC N P () YRS
12 3 % . (2)3 : (%)3 [_ n=1
el e [0 6

O
~

Rectangulo | Base | Altura Area
501

ol 0z C s BH | 0E 6

n=12

" > | H

201

11
=1

© e PH e @)

12
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Actividades de Contextualizacion o Transversalidad

En un parque de deportes extremos de tu ciudad, se desea construir un area igual a la
parte de patinetas de un parque que se vio en internet. Para ello, se debe calcular la
cantidad de concreto en metros cubicos que se han de necesitar en la rampa extrema.
Ver la figura. El contorno de la superficie de la rampa es parabdlico y esta dada por la
siguiente funcion:

101 f(x) = 0.5-x2

Bl | n=12.00

a) Determina el area del contorno rectangular que se encuentra al lado de la
parabola.

b) Calcula el area aproximada del contorno parabdlico empleando 12 rectangulos,
como se muestra en la figura. Emplea las sumas de Riemann en tu
planteamiento.

¢) Calcula el volumen aproximado de la rampa.
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En cada uno de los siguientes casos, calcula el area bajo la curva para el nUmero de

rectangulos que se indica. Compara los resultados con el célculo de areas aproximadas
que realizaste en los ejercicios de la pagina 23.

a)
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1.5 Sumas de Riemann

Introduccion

En matematicas, la Suma de Riemann es un tipo de aproximacion del valor de un area

mediante una suma finita. Se llama asi en honor al matematico
aleman del siglo XIX, Bernhard Riemann.

La suma se calcula dividiendo la region en formas
(rectéangulos, trapezoides, parabolas o cubicas) que juntas forman
una regién que es similar a la region que se esta midiendo, luego,
calculando el &rea para cada una de estas formas y, finalmente,
agregando todas estas pequefias &reas juntas. El procedimiento

gue has seguido hasta para el calculo de areas por aproximacion

es uno de estos planteamientos, puesto que hemos estado
empleando rectangulos en las particiones.

Este enfoque se puede usar para encontrar una aproximacion numérica para
unaintegral definida,y es la base para introducirnos al estudio del Teorema
fundamental del calculo que abordaras en los temas posteriores.

Debido a que la regién rellenada por las formas pequefias, generalmente no es
exactamente la misma forma que la region que se estd midiendo, la suma de Riemann
sera diferente del &rea que se estd midiendo. A medida que las formas se hacen cada
vez mas pequefas, la suma se acerca al area exacta bajo la curva que se esté

calculando.

1.5.1. Calculo de areas exactas con Sumas de Riemann

Introduccidén

Hemos deducido que a mayor nimero de rectangulos que empleemos en las

particiones, mayor es la aproximacion de nuestros célculos al valor del area que
estamos determinando, pero ¢es posible determinar el drea exacta empleando este

método?, ¢ cuantos rectangulos son necesarios para ese fin? La respuesta esta en el

6 Suma de Areas = 10.6666

estudio del concepto de limite que estudiaste en Calculo Diferencial.

n=4

@
s 4
t

guma de Areas = 10.0000
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Actividades de Apertura

Algunas de las propiedades de los limites que se estudiaron en Célculo Diferencial son
de gran importancia en el calculo del area exacta por aproximacion cuando se emplean
Sumas de Riemann. Recordemos un poco:

1. Calcula las siguientes divisiones:

1 d 1 g) ; =
a) 7= ) Tooo = 100010000
b) 1 e) L h) 16000000 —
10 10000
1 1
9 o0 = D To0000 =

2. Contesta las siguientes preguntas:

a) ¢(Como va cambiando sucesivamente el divisor (denominador) en cada
operacion?

b) ¢Como va cambiando sucesivamente el cociente (resultado) de las divisiones?

Con base en tus observaciones, selecciona la opcion correcta en la siguiente

afirmacion: Si se divide cualquier cantidad entre un nimero cada vez (menor/mayor),

el cociente que se obtiene de esa division es cada vez mas (pequefio/grande).

Siguiendo esta légica en la secuencia de operaciones realizadas, ¢qué deberia
resultar en la operacion de division, cuando el divisor es una cantidad

inconmensurable como el infinito (e0)?

La secuencia de operaciones anterior se resume en una propiedad de los limites que es

atil en el célculo de areas exactas cuando aplicamos las Sumas de Riemann

im () =0
V1—r>rolo V)_

Otra propiedad de los limites que parece ser mas obvia es la siguiente:
lim (CV) =
Jim,(€V) = e

Si se multiplica una constante por el infinito, el resultado sigue siendo infinito. Ambas

propiedades intervienen en el calculo de areas exactas que trataremos en esta seccion.
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@@% Actividades de Desarrollo

Planteemos ahora, un problema en el que sea posible calcular el area exacta bajo una
curva determinada. Para ello, comparemos un caso en particular y generalicemos para

cualquier valor de n (cualquier nimero de rectangulos).

Ejemplo 1: Hagamos una aproximacion inscribiendo seis rectangulos.

Intervalo:b—a=3-0=3

"l Numero de rectangulos: n = 6 Intervalo:b —a =3 -0 - 3
ol f=x Ancho de los rectangulos: Numero de rectangulos: n
n=6 3 1 Ancho de los rectangulos:
Ax=—-==

Por lo que los valores de x para n
los extremos derechos de los | Porlo que los valores de x
rectangulos varian con diferencia | Para los extremos derechos

de L de los rectdngulos varian
P . . 3
2
n una diferenci -
A 123456 co uadeecaden
2'2°2°2'2°2
Notacién Sigma Sumas de Riemann
n
n
A =Z x;)Ax
VAL Ar=) flrax
- i=1
Se generan
AES " Las alturas se calculan Las alturas se
123456 elevando estos valores al calculan elevando
—————— cuadrado como indica la estos  valores  al

22\12\‘2 2 funcion f (x) = x*. / cuadrado, como
6 indica la  funcion
.2 "
Ao = l 1 El ancho de cada n 3i\2 /3 fx) = x>

T — E E rectangulo nos sirve Ap = Z (_ (_>

i=1 como referente para L
\/ \ deducir la expresion que i=1 v\ El ancho de cada

genera el célculo de las rectangulo nos sirve
alturas. como referente para
deducir la expresion
2 gue genera el calculo

:6: i“/1 :6: i? 1 :6: n 2 de las alturas
=1

=1 i=1 Esta sumatoria representa el
area aproximada bajo la

1(6)(7)(13) 91 curva para cualquier nimero
Ap=c—F——= —u? = 11.375 u? de rectangulos n.

8 6 8
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Reduzcamos ahora la sumatoria anterior, y asi poder asignar el valor de n. Se describe

el paso a paso:

w=3() ()-

n

— 1

Area
aproximada
bajo la curva

expresada
en forma
general para
cualquier
valor de n.

CALCULO INTEGRAL (APRENDIZAJES ESENCIALES)

n n n
Z 9i? (3) Z 27i? 272 5 27n(n+1)(2n+1)
—_— —_) = = —_— l = — =
Li\n? J\n) ¢ n3 n3 4 n3 6
i=1 T i=1 T i=1 T 1
Se eleva al Resultado Se aplica la Se, aplica la
cuadrado los de segunda férmula 2
valores multiplicar la propiedad, para
extremos de base por la para sacar sumatgzrlas
los altura de los las dei
rectangulos rectangulos. constantes
para calcular de las
las alturas. sumatorias.
Con

esta
expresion puede
calcularse el area

3 2 3 2 3 2 .
_ 27 2n° +3n" +n _ 54n° + 81n® + 2n _ 54n + 81n + 27n para cualquier
T 3 6 6n3 6n3 6n3 = 6n3 ndimero de
T 1 1 rectangulos n.
Se Resultado Se separa el
desarrolla la de resultado en
expresion multiplicar tres fracciones
resultante de ambas para reducir
la formula 2. fracciones. factores.
81 27 «-----
Ar=9+—+—
6 6n

Ahora supongamos un namero suficientemente grande de rectangulos que cubran toda
el area a calcular. Aqui aplicamos la propiedad de los limites que estudiamos

anteriormente:
] 81 27 27 )
Aexaaa:'rlll—l;go(g-i-a-i-m):[g +;)=9u

81 27

+@+W]=(9+81

Ejemplo 2: Determina el area exacta bajo la curva siguiente, empleando Sumas de

Riemann. 70!

60!
50/
40!
30/
20!
10/

[

f(x) = x*

o

45
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a) Célculodel Intervalo:b—a=4—-0=4
b) Numero de rectangulos: n
¢) Ancho de los rectangulos:

Ax = —
n

Por lo que los valores de x para los extremos izquierdos de los rectangulos varian con

. . 4
una diferencia de —. B
n Observa que en funcién del

ancho se construye la expresion

d) Area Aproximada: |
que genera el calculo de las

alturas.
n
Ar = Zf(xi)Ax
i=1
ar= Y (b)?
=LY %
=1 .
RN Se aplica la
férmula 3
. _ para
e) Desarrollando la sumatoria anterior: sUmatorias
de i?.
4 4 16, 4 64 6iv
A :Z_-3_:2_-3 2N 37 i3
L (nl)n . (n3l)n , ntt n 4 l
i=1 i=1 i=1 i=1

Se desarrolla la
expresion resultante
de la férmula 3.

p 64" , 64n2(n+ 12 64n2(n?+2n+1) 64 (n* +2n® +n?)
T= == =7 =7

n 4 4 n4 4 n* 4 n* 4
l=

_ (64n* +128n® + 64n?)  64n* N 128n3 N 64n® 64 N 128 N 64
= 4n* T 4nt 4n* 4n* T 4 4n ' 4n?

Puedes calcular el
area aproximada para
cualquier nimero de
rectangulos n. jSolo
sustituye el valor que
desees!

Ap =16+ 0 4 2
T 4n " 4n2 V.

Aplicando el limite de la expresion cuando el nimero de rectangulos es infinito:

( 128 64) _ [16 41(?:)3) +%] _ ( 128 64

+—+—)=16u2
(0] (0]
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Nota que para reducir la sumatoria a su minima expresion, es de vital importancia
desarrollar las expresiones que se tienen en cada una. Una buena medida para no
repetir los pasos en el proceso de calculo del area exacta es calcular previamente la

expresion que se vaya a emplear. Te mostramos aqui ambas formas de representar los

resultados.
n
. nn+1) n*+n ~
1.21 = > = 7
i=1 .

_n(n+1))2n+1)  2n*+3n*+n
6 B 6

4 4

nn+1)(6n*+9n®> +n—1) 6n°+15n* +10n° —n
30 B 30

n
i 4 n*m+1)%* n*+2n+n?
l =
i=1
n

Los primeros son utiles en el calculo de areas aproximadas donde la sustitucién es
directa; los segundos, en el célculo de areas exactas donde se requiere reducir a su

minima expresion antes de aplicar el limite al infinito.

Actividades de Cierre

1. Determina paso a paso con la ayuda de la siguiente guia, el area exacta bajo la

curva siguiente, aplicando Sumas de Riemann.

16+
14" a) Célculo del Intervalo: b — a = =
12" b) Numero de rectangulos: n =
10-— c¢) Ancho de los rectangulos:
{ b—a [ ]
8+t Ax = = —
| n [ ]
6] d) Area Aproximada:
Se determina la
4 n expresion que
_ representa el calculo
21 AT - Zf(xi)dx & de las alturas por el
1 i=1 ancho de los

rectangulos.
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w->HH

a) Desarrolla la sumatoria anterior:

SEIEE o o o

Aexacta = lim (

n—-oco

Se aplica la

— [ ]z[ ] G— férmula 3 para
sumatorias de i2.

Se desarrolla la
expresion
resultante de la
férmula 3.

—

[E—
Il
Vo

DGETI
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@ Ejercicios Adicionales

En cada uno de los siguientes casos, calcula el area exacta bajo la curva para el nUumero
de rectdngulos que se indica. Compara los resultados con el calculo de é&reas
aproximadas que realizaste en los ejercicios de la pagina 23 y 41. Registra los

resultados en las tablas y analiza las diferencias.

a)

Area por

o Area Exacta
aproximacion

Area por

. - Area Exacta
aproximacion
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a8
&
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<°

1.6 Teorema fundamental del calculo integral

Introduccién

El Teorema Fundamental del Calculo (TFC) fue descubierto independientemente por sir

Isaac Newton (1642-1727) en Inglaterra, y por Gottfried Wilhelm
Leibniz (1646-1716) en Alemania. Se les considera como los

inventores del calculo (o calculo infinitesimal).

Dado que se sefiald que se utiliza para evaluar integrales
definidas, por lo tanto, es la base para resolver una amplia
variedad de problemas; entre otros, problemas sobre area,
volumen, longitud de una curva, superficies de revolucién,
trabajo, fuerza ejercida por un liguido, centro de masa y sobre
muchos campos de la fisica, la ingenieria, la biologia y la

economia.

Actividades de Apertura

Lee con cuidado la siguiente definicion.

Sea f(x) una funcién continua en el intervalo desde x = a hasta x = b. Divide este
intervalo en “n” subintervalos cuyas longitudes son Ax,, 4x;,,...,4x,, Yy elije puntos, uno
en cada subintervalo, que tengan las abscisas xi,x,,.. X,, respectivamente.

Considérese la suma.
n
f(xl)Axl + f(xz)sz +t f(xn—l)Axn—l +f(xn)Axn = Zf(xi)Axi
i=1

Exactamente el planteamiento que has desarrollado anteriormente en el célculo de

areas bajo una curva empleando una cantidad infinita de rectangulos inscritos.

flx)
T
B
g Nota que f(x) es una “razon de
| L . w A
: ! cambio instantanea <’ porque
i
L1 Ax tiende a cero.
. |
Pl |
]! |
‘ﬁx1"iﬂxz’l &)I<n

! [ i

C a x X, X b x
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<*
Entonces el valor limite de esta suma cuando “n” tiende a infinito y cada subintervalo

(ancho de los rectangulos) tiende a cero, es igual al valor de la suma de

Yy f(x)Ax; , el &rea exacta bajo la curva.

. , o . b
En el calculo integral, esta suma infinita se representa con la notacioén: fa f(x)dx.Y se

llama Integral Definida.

El proceso de calculo del area exacta y esta notacion puede abreviarse como sigue:

n
b
Aexacta = rlll_r)?OZf(xl)Axl = f f(x) dx
i=1 a

La importancia de este teorema resulta del hecho de que asi podemos calcular, por
integracion, una magnitud que sea el limite de una suma de la forma:

fCe)Axy + f(x2)Ax, + -+ + f(xn—1)Axp—1 + f () A,
En el proceso de aumentar n al infinito puede observarse que, cada término de la suma
(ancho de los rectangulos) es infinitamente pequefio, es decir, una expresion diferencial,
puesto que las longitudes A4x,,4x,,...4x,, tienden a cero. Ademas, cada término se

llama un elemento de la magnitud que se trata de calcular.

Se puede observar que una integral es una suma de pequefios resultados parciales, es

una suma finita de infinitas cantidades infinitamente pequefias, y también que
b
[ readx = Fo) - F@
a

en el entendido de que F(x) es la funcion integrada, dicho de otro modo f:f(x) dx =

F(x)|% = F(b) — F(a) lo cual, como se observara en la presente seccion, también

representa el area “exacta” bajo la curva de la funcién f(x) en el intervalo desde “ = a’

hasta “x = b”.

Al igual que las Sumas de Riemann, en el célculo integral, se emplean férmulas
especificas para los casos que se presentan con mas frecuencia.

Por principio se observa que, dado que la integral es una operacion inversa de la
derivada, una “antiderivada”, entonces, se podran emplear formulas para integrar
cualquier funcién algebraica o trascendente (logaritmicas, trigonométricas o

exponenciales).
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@@? Actividades de Desarrollo

Observa puntualmente el proceso de solucion al integrar una funcién, e intenta integrar

las funciones en tu cuaderno, simultineamente, que revisas el proceso paso a paso.

Primeras Férmulas

1)fdv=v+C

2)fadv=afdv=av+€

n+1

3)fv”dv=n+1+6‘, (n+-1)

Ejemplo 1: Calcular la integral

fx3dx

Con base en los pasos para integrar una funcién, identificamos en la expresion dada la

variable v = x, y el exponente n = 3, utilizamos la férmula 3.

v=x n=3 dv = dx
fx3dx— s +c—£+c
341 4

4

X
En este caso se observa que el resultado expresado como s + C se nombra Integral
Indefinida, puesto que no se especificaron limites, sin embargo, si se especifican del

- 3 3 -,
siguiente modo fl x* dx, entonces se debe cerrar el proceso evaluando la expresion en

L o x*
los limites sefialados, dado que el resultado fue: - nose coloca +C , en lugar de esto,

se sustituye la variable “x” por los valores indicados, primero el superior y luego el

B @ _81_1_80

inferior, y se realiza la resta, del siguiente modo, " " il 20
observa que se aplicé
b
[ fedx = Fo) - F@
a
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¢

Ejemplo 2: Calcular la integral

4
j 5my?dy
2

Solucién. Se observa que 5m es una constante que se encuentra como factor en el

integrando 5my?; utilizando la férmula 2, tenemos:

Smyzdy = 5mf

a vy dv

Luego, en la expresion resultante se tiene que la variable es v = y, el exponente n = 2,

es decir: v=y n=2 dv =dy

aplicamos directamente la férmula 3, resultando:

4 2+1\% 3\
20, y _ Y-
Smfzy dy—5m<2+1>2—5m<3>2

Observa que, primero se sustituye el limite superior y luego el inferior y se restan, es

decir, se aplica

b
ff&Mx=HM—Fm)

c 43 c 23 _c (64) c (8)_5 [64 8]_5 (56)_280
m 3 m3) T3 mz) =M 3 3T E) T ™

Nota que “m” es una constante cualquiera, simplemente se deja indicada.

Ejemplo 3: En la integral f03 3y*dy la variable es “y” su diferencial es dy, el “3” es

constante, por lo tanto, se coloca fuera de la integral multiplicando (segun la férmula 2),

n

3f y*dy, ahora se puede aplicar directamente la férmula 3. [v" dv = + C
y4+1 3 5
4 Yy
y resulta Sf y*dy =3 (4+1)0 3 (5 )0
ahora aplicamos el Teorema Fundamental del Calculo
b
[ reax = Fo) - F@
a
35 0° 35 243
y resulta 3(5)—3(?)=3(§) 3(%2) =243
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1.6.1. Calculo de areas bajo una curva a partir del Teorema Fundamental
del Célculo (TFC)

” A continuacién, veamos algunas aplicaciones practicas:
-
€9

) El area entre una curva, el eje de las “x” y las ordenadas
"/

correspondientes a x = a y x = b esta dada por la férmula

n

b
Area = lim f(x)Ax; = f f(x)dx
n-oo
. a

=1

observa que debes sustituir el valor de “y” en términos de “x”. O sea,
b
Area = f f(x)dx = F(b) — F(a)
a

Ejemplo 4: Encuentra el area bajo lacurvay = x%,entre x =0y x = 3.

10 f(x) = x?

8,

2

e

1 2 3

Utilizando lim Y-, f(x)Ax; = f;f(x)dx = F(a) — F(b), se muestra el proceso
n—-oo

X2+1

2+1

paso a paso fos(x)zdx = = %3 a continuacién se aplica F(b) — F(a) del siguiente
3 3
modo: F(b) = F(3) = 3? =9 y F(a)=F(0) = 0? = 0 realizando la resta

F(b) —F(a) =9 —0 resulta que el area correspondiente es 9u?.

Ejemplo 5:

Matematicamente hablando, para obtener la utilidad total se tiene que integrar la utilidad
marginal, es decir, esta se representara por medio de una funcion que se tiene que
integrar para conocer la utilidad total del producto.

Considera una empresa comercializadora de varios productos, entre ellos, pasta
(espagueti) y vino de mesa. La utilidad marginal de cada caja de pasta esta dada por
f(x) =30 — 3x.

Por su parte, la utilidad marginal del vino de mesa esta dada por g(x) = 20 — x; se

quiere encontrar:
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a) La utilidad total de la pasta cuando comercializa 4 paquetes de pasta.
b) La utilidad total del vino, cuando comercializa 4 cajas de vino.

Solucién a):

Utilizando el teorema fundamental del célculo f:f(x)dx = F(a) — F(b), se muestra el
proceso paso a paso f04(30 — 3x)dx

se separa en dos partes esta integral (férmula 3)

f; 30dx — f04 3xdx = 30 f: dx —3 f: xdx =

se integra la primera y luego la segunda expresién, resultando

|30x -3 ("2—2)

F(b) — F(a), F(b) = F(4) = 30(4) — 3 (g) = 120 — 24 = 96.

4

ahora se sustituyen los limites y se aplica
0

Ahora calculamos F(a) = F(0) = 30(0) — 3 (072) =0

se resta al resultado de la funcién evaluada en el limite superior, el correspondiente
resultado del limite inferior 96 — 0 = 96.

Por lo tanto, las utilidades al vender 4 cajas de pasta son de $ 96.

Solucién b):

Utilizando el teorema fundamental del calculo f;f(x)dx = F(a) — F(b), se muestra el
proceso paso a paso f04(20 — 2x)dx se separa en dos partes ésta integral (formula 3)
f04 20dx — f: 2xdx = 20 f04 dx — 2f04xdx se integra la primera y luego la segunda

x2
2

4
expresion, resultando |20x -2 ( ) ahora se sustituyen los limites y se aplica
0

F(b) — F(a), F(b) = F(4) = 20(4) — 2 (%) =80 — 16 = 64.

2
Ahora calculamos F(a) = F(0) = 20(0) — 2 (07) = 0, se resta al resultado de la funcién

evaluada en el limite superior, el correspondiente resultado del limite inferior
64 — 0 = 64.
Por lo tanto, las utilidades al vender 4 cajas de vino son de $ 64.

Veamos otras aplicaciones:

Ejemplo 6: El trabajo W realizado al mover un objeto del punto con coordenada “a” al

punto con coordenada “b”, esta dado por W = f:f(x) dx = F(b) — F(a).
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Estirar un pequefo resorte desde una posicién a hasta una b

responde a la ley de Hooke, que para este resorte tiene la
9 L . .
forma f(x) = 3% inicialmente el resorte tiene una longitud de

6 cm.
a) Calcula el trabajo realizado para estirar el resorte desde su
posicion inicial hasta 10 cm.

Y b) Calcula el trabajo realizado para estirar el resorte desde

I l una posicién inicial de 7 cm hasta 9 cm.
Solucién a):

Utilizando el teorema fundamental del célculo f:f(x)dx = F(b) — F(a), se muestra el

roceso paso a asof‘tgxdx—gfxdx—|3x—2 =
P P P 02 —2J0 Tz 2y T

ahora se sustituyen los limites y se aplica F(b) — F(a)
9 (42 9/16 9
Fb)=F) = z(7) =3(7)=3®=3

Ahora calculamos F(a) = F(0) = %(072) = %(g) = 3(0) =0

a continuacion, se resta al resultado de la funcion evaluada en el limite superior, el

correspondiente resultado del limite inferior 36 - 0 = 36.

Por lo tanto, el trabajo realizado para estirar el resorte desde su posicion inicial hasta 10
cm es de 36 unidades, en este caso no se especificaron las unidades desde un inicio,

por lo tanto, lo dejaremos asi.

Solucién b):

Utilizando el teorema fundamental del calculo f:f(x)dx = F(b) — F(a), se muestra el

roceso paso a asof33xdx—3f3xdx—|2x—23—
p paso a paso [’ sxdx =[x dx = ;5| =

ahora se sustituyen los limites y se aplica F(b) — F(a),

2
oo =3(z)-36) %

9 (12 91 9
Ahora calculamos F(a) =F(1) = _(_) - _(_) _2
2\2 2\2 4
a continuacion, se resta al resultado de la funcion evaluada en el limite superior, el

. ;. . . 81 9
correspondiente resultado del limite inferior i 18.
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<:3'

Por lo tanto, el trabajo realizado para estirar el resorte desde 7 cm hasta 9 cm, es de 18
unidades, en este caso no se especificaron las unidades desde un inicio, por lo tanto,

lo dejaremos asi.

Para un objeto con movimiento rectilineo la funcién posicion s(t), y la funcién velocidad

v(t), se relacionan por s(t) = [v(t) dt, de este hecho y el teorema fundamental del
célculo, se obtiene s(t)]ii = f:v(t)dt = s(b) —s(a) en el entendido que “a”
corresponde a tiempo 1 (inicial) y “b” corresponde a tiempo 2 (final). De este modo, s(t;)

es la posicién inicial y s(t,) es posicion final.

Ejemplo 7: Un objeto se mueve con movimiento rectilineo de modo tal que, su velocidad

en el instante t es v(t) = t? + 2t ™/5. Encuentra:

a) La distancia recorrida del objeto durante los tres primeros segundos.

Solucioén:

3 3 3 3
2= dt =s(3) —s(0) = | (t2+20)dt= | (¢¥)d 2t)d
[0 fovmt 5(3) —5(0) fo(t+t)t fo(t)t+f0(t>t
t3 t?
?”(7)

a continuacion, realizamos s(b) — s(a) sustituyendo primero el limite superior y luego

3

0

el inferior,
33 32 03 02
s(3) — s(0) =?+2(7)—[?+2(7)] —94+9-0=18.
Distancia recorrida: 18 m
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Ejemplo 8:

Una particula se mueve en una linea recta con velocidad v(t) =5 - t ™/, donde ¢ es

el tiempo en segundos. A continuacion, se muestra la gréafica de la funcién v(t).

6+ Velocidad

Que la velocidad sea positiva, significa que la particula se mueve hacia adelante sobre
larecta, y que la velocidad sea negativa, significa que la velocidad se mueve hacia atras.
Digamos que se nos pregunta por el desplazamiento de la particula (es decir, el cambio
en su posicion) entre t = 0 segundos y t = 10 segundos. Como la velocidad es la razén
de cambio de la posicion de la particula, cualquier cambio en la posicion de la particula
esta dado por una integral definida.

Especificamente buscamos
10
J v(t)dt
0
6+ Velocidad
f(x)=5-Xx

tiempo

. . 10 P
Curiosamente, el desplazamiento es fo v(t)dt = 0, metros (Puedes ver como las dos

areas en la gréafica son iguales y de signos opuestos).
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Que el desplazamiento sea 0, significa que la particula ocupa la misma posicién en los
tiempost =0, yt =10 segundos. Esto tiene sentido cuando ves que la particula
primero se mueve hacia adelante y después hacia atrds, regresando a su posicién
inicial.

Sin embargo, la particula si se movié. Digamos que queremos conocer la distancia
total que recorrié la particula, aun cuando terminé en el mismo lugar. ¢Nos pueden

ayudar las integrales definidas?

Si, si pueden. Para lograrlo, usaremos una manipulacién ingeniosa. En lugar de trabajar
con la velocidad de la particula, trabajaremos con su rapidez |v| (es decir, el valor

absoluto de v).

6+ Velocidad

La rapidez describe gqué tan rapido vamos, mientras que la velocidad describe qué tan
rapido y en qué direccién. Cuando el movimiento es sobre una recta, la velocidad puede
ser negativa, pero la rapidez siempre es positiva (0 cero). Asi que la rapidez es el valor

absoluto de la velocidad.

Ahora que conocemos la rapidez de la particula en todo momento, podemos encontrar

la distancia total que recorri6 al calcular la integral definida.

Recuerda:
Velocidad
vs. Rapidez

10 .
0

\(?

Esta vez el resultado es el valor positivo "25 metros".

La velocidad es la razén de cambio en la posicién, por lo que, su integral definida nos
da el desplazamiento de un objeto en movimiento. La rapidez es la razén de cambio de
la distancia total, por lo que su integral definida nos da la distancia total recorrida, sin

importar la posicion.
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Actividades de Cierre

Resuelve los siguientes ejercicios:

1.
2.

Encuentra el area bajo la curva de la funcion f(x) = x3,entrex =1y x = 3.
Hallar las areas de las superficies limitadas por las siguientes curvas, el eje de las
“x” y las ordenadas que se indican. En cada problema trazar la figura, mostrando el
elemento de area.

a) y>?=6x,entrex=0yx=6

b) y =x3 + 3 desde cero hastax = 2

. b )
En el entendido de que fa senx dx = [cosx]?, calcula el area de una arcada

senoidal, entre x = 0 y x = m. Bosqueja la grafica del &rea hallada.
Considera una empresa que comercializa varios productos, entre ellos, gomas y
a 4 lapices. La utilidad marginal de las gomas esta dada por
f(x) =4x — 2.
y Por su parte la utilidad marginal de los lapices esta dada
por g(x) = 3 — 5x; se quiere encontrar:
a) La utilidad total de ambos productos cuando se compran 2 unidades de cada
producto.
b) ¢Cual producto ofrece mayor satisfaccion cuando se compran 2 unidades de
cada producto?
Un resorte ejerce una fuerza de 50 Newtons cuando se estira 10 metros mas alla de
su punto de equilibrio. Determina la constante del resorte, y calcula el trabajo

requerido para estirar el resorte 18 metros mas alla de su punto de equilibrio.

Segun la ley de Hooke, F = k L despejando k = g por lo tanto, la constante del

resorte k = 5, y la funcion f(x) = 5x, queda por resolver f018 5x dx.

Una particula se mueve en una linea recta con velocidad v(t) = 2t — 5¢t, dada en

metros por segundo, donde tes el tiempo en

-
~ segundos. En t = 0 la particula inicia en el punto de

partida.
a) ¢Cual es la posicion de la particula en t = 4 segundos?
b) ¢Qué distancia recorre la particula en los 4 primeros segundos?
La velocidad de una particula que se mueve sobre el eje x esv(t) =t> +t. Ent =

1, su posicion es 1. ¢ Cual es la posicion de la particula s(t), para cualquier tiempo t?
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1.6.2. Calculo de areas Negativas.

Introduccidén

Ahora que has aprendido a calcular areas bajo una curva, abordaremos casos

particulares donde es necesario aplicar algunos procedimientos
adicionales a fin de dar explicacién I6gica a nuestros resultados.
De hecho, habras notado algo raro en el titulo de este apartado.
En la realidad no existen las &reas negativas, pero en Calculo
Integral, cuando la region a la que determinamos el area esta
por debajo del eje las abscisas, la integral proporciona un valor
negativo, como sucedié en el ejemplo de la particula en

movimiento estudiado en la unidad anterior.

6+ Velocidad
4 f(x)=5-x -
4 Area
. ; “‘Negativa”
Area tiempo
Positiva N 2
-2
|
-4
|

Estos resultados solo denotan la posicion relativa de la curva con respecto al eje x y no
necesariamente se interpretan como una situacion imposible en la vida cotidiana.

En este apartado estudiaremos como proceder cuando se presenten casos similares.

Actividades de Apertura

Ejemplo 1: Determina el area entre la grafica de la funcion y = x> — 4 y el eje x, y el

intervalo desde x = —2 hasta x = 2.
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Aplicando el Teorema Fundamental del Calculo:

b b
f ydx=f Flx)dx =F(b) — F(a)

vn+1
n — -1
fv dv n+1+C' (n+-1)

b 2 x2+1 2 %3 2
Area = j ydx = J (x? =5)dx = [ - Sx] = [— - Sx] =
. . 2+ 1 N E .

- [23_3_ 5(2)] - [(_5)3 - 5(—2)] =[-7.33]1 - [7.33] = —14.66

En el célculo integral, el signo del resultado significa que el area calculada esta por
debajo del eje x. Para solventar esta situacion, suele aplicarse el siguiente
razonamiento: El Teorema fundamental del Célculo nos indica que para el calculo de

areas, se tiene que:
b
Area = f f(x)dx =F(b) — F(a)
a

Si se invierte el orden de los limites de integraciéon ay b, el area calculada cambia de

signo al invertirse el orden en la resta:
a
Area = f f(x)dx =F(a) — F(b)
b
Se deduce entonces que:

b a
Areazf f(x)dxz—jbf(x) dx

Recuerda que esta propiedad se
emplea en los casos en que una
funcion tenga intervalos en los que las
areas calculadas se encuentren por
debajo del eje x, como el en el
ejemplo anterior.

@ a
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L@@ Actividades de Desarrollo J

Para entender un poco mejor la aplicacion de la propiedad anterior, analicemos el

siguiente:

Ejemplo: Calcula el &rea sombreada de la siguiente gréfica:

07 f(x) =4x°
40+

30+
I Valores de la funcién

positivos por arriba de
x - alturas positivas.

Valores de la funcién
positivos por debajo de
x - alturas negativas.

Como el area se encuentra en el intervalo entre a = -2y b = 2, aplicamos el Teorema

Fundamental del Calculo:

2
Area = J 4x3dx =[x*]2, =(2Q)*-(-2)*=16-16=0
-2

¢ Por qué sucede esto? Estamos sumando dos areas iguales, pero de diferente signo.

En este caso, resulta mas conveniente considerarla por separado.

El area a la izquierda del origen y que se encuentra bajo el eje x se calcula:

0
Area = f 4x3 dx = [x*]°, = (0)* — (-2)* = —16u?

-2
El &rea a la derecha del origen y por arriba de x se calcula:

2
Area = .[ 4x3 dx = [x*]3 = (2)* — (0)* = 16 u?
0

Si sumamos ambos valores el resultado seria cero, lo que evidentemente es un error,

por lo gue debemos invertir el orden de los limites de integracién en la primera integral.
-2
Area = f 4x3 dx = [x*]5% = (—2)* — (0)* = 16 u?
0

Sumando ambas areas el resultado es 32 u?.
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Actividades de Cierre

Calcula el area sombreada en la grafica siguiente. Registra en cada paso del

procedimiento, lo que se te pide.

fX)=x3—-4x>+x+6

Observa como se
ubican las areas con
respecto al eje x.

1. ¢En cuantos intervalos se compone el area total de la figura?

2. El area de la funcién se encuentra por debajo de x en los intervalos entre

a= yb= ,yentrea = yb=
3. El area de la funcién se encuentra por arriba de x, en el intervalo entre a = y
b=

4. ¢En qué intervalos, el area por calcular resultara en un valor negativo?
5. ¢En qué intervalos, el &rea por calcular resultard en un valor positivo?
6. Plantea el calculo de las areas en cada intervalo en que se compone el area total.
A = [ ] dx =
a) 1~ f[ ] [ ] X =
b) Ay = [ [ ldx=
) 2 — f[ ] [ ] X =

¢ Ay=f[ ldx=
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8. Invierte el orden de los limites de integracién a las que representen en el grafico,
regiones de area por debajo de x para evitar resultados negativos.

a) A= [T ldx=

¢ Ay=f'[ ldx=

9. Resuelve las tres integrales aplicando el Teorema Fundamental del Calculo:

a) A1=f[[ ]][ ldx =

b) 4z =J [ Jdx=

¢) Ay=J [ ldx

10. Determina el area total Ay = A; + A, + A; = __ u?
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_ Ejercicios Adicionales

Indicaciones: Aplicando el Teorema Fundamental del Calculo, determina el area
sombreada en las siguientes figuras considerando positivas (cambiar signo o invertir los

limites a y b como en la explicacion), las que se ubican por debajo del eje x.

a)
f(x) = x7 — 3x°
b)
f(x)=x3—2x2-5x+6
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1.6.3. Céalculo de areas entre dos curvas.

Introduccién

En algunos casos, tendremos la necesidad de calcular un area que no se encuentre

entre la grafica de la funcion y el eje x, como hemos estudiado

hasta ahora. Problemas, como la determinacién del area

sombreada en

la siguiente figura, seran de tu dominio al terminar

esta unidad de estudio.

y
60
50+
40+
30+
204

g2(x)=8x>-7x+6 /
~ f(x)=x3-2x24x-5

/
e

-
—~ 10+

©

Actividades de Apertura

En geometria béasica aprendimos que, para calcular el area de ciertos cuerpos

geomeétricos compuestos, es mas conveniente reducirlos primero a sus componentes

basicos. Por ejemplo, para el calculo del &rea de la figura de la izquierda, resulta mas

conveniente fraccionarla en sus figuras geométricas basicas.

A -

Con el mismo razonamiento l6gico podemos encontrar areas de figuras mas complejas,

siempre y cuando, conozcamos la relacion que guardan las funciones que las delimitan;

por ejemplo, aplicando el Teorema Fundamental del Calculo hemos aprendido a

determinar areas bajo la curva como las siguientes:

DGETI

Y fx)=Tx3-1

60
50
40
30
20
10

Y g(x)=4x2-x+2
60+
50+
40+
30+
20+
10+
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<*
El area formada entre dos curvas para cierto intervalo puede obtenerse, si calcula la

diferencia entre las areas bajo cada curva, entre el intervalo de referencia.

Es posible determinar el &rea entre dos curvas, basandose en la forma que calculamos
la longitud de un intervalo, es decir, tomando el valor mas grande y restandole el valor
mas pequefio. De esta forma, si consideramos dos funciones f(x) > g(x) continuas en
un intervalo [a, b], podemos calcular el area encerrada entre las curvas que definen,
tomando el area de la funcién f(x) que esta por encima y le restamos el area de la

funcion g(x) que esta por debajo.

Y Yy
A A
\/1\ f(z) \/.\ f(x)

H..__--—’/’ . "HHI\ g(x) \_,//_\\ g(x)

|
|
|
| |
| |
| |
> - — T

[y B

I

[

[

|

!
a

Por lo tanto, calculamos el area entre las curvas que definen las

funciones f(x) y g(x) de la siguiente forma:

fabf(x) dx — ng(x) dx

Como ambas integrales tienen los mismos limites de integracion, el célculo de area entre

las curvas se puede reducir a una sola operacion de integracion:

b b b
[ reax—[ g ax= [ 1760 - gl ax

a a
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@@ Actividades de Desarrollo

Para llevar a la préctica lo planteado anteriormente, considera los siguientes ejemplos:

Ejemplo 1: El area comprendida entre las curvas de las funciones f(x) =7x3 -1y

gx) =4x? —x + 2.

Al graficar ambas funciones, podemos plantear la solucién restando el area de la funcién
menor de la mayor:
' Y fx)=7x3-1 Yy g(x)=4x?-x+2
Y
60+ 601
OF  fwTxi-l 50 sl
501
404 40+
40+
-_— 30+ 301
30+ -
20+ 201
20+
10+ 104
10% g(x)=4x?-x+2 ; : ] |
—— ‘ | 1 2 1 2
1 2 And -10+
-10+
2 2
Area entre las curvas = Area 1 = J‘ (7x3-1)dx - Area 2 = f (4x2-x+2)dx
1 1

De la misma manera, podemos hacer la operacion de resta en la misma integral:

Y Sustituir un valor dentro
601 f(x)=7x31 e La funcion f(x)=7x"-1 del intervalo en cada
Es mayor en el intervalo funcion para identificar
50+
entre a=1y b=2 la mayor y la menor
40+
30+ )
o1 Area = f [7x*—1 — (4x?>—x+2)]dx
10+
_ 1
—
0L
Observa que en ambos
planteamientos se obtiene
el mismo resultado.
) 2 2 2 2 2
Area=f [7x3—4x2+x—3]dx=7f x3dx—4f xzdx+f xdx—Sf dx
1 1 1 1 1
roq = Tx* 4x3_|_x2 3 2
rea = 2 3 > x )
‘ 72t 42)° | (2)? 7(D)* 4(1)  (1)?
A = - -32)| - - —3(1)| = 15.41 u?
rea [ 2 3 + > (2) 2 3 + > (1) u
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®
Ejemplo 2: Calcular el area de la region que esta acotada por las dos curvas:
y=x2+42 yy=—x
y las dos rectas: x=0y x=1
Solucién:

Primero hacemos las gréaficas con sus tablas para que puedas observar algunos datos

importantes:
y=x"+2 y=—x
X -1 0 1 X -1 0 1
y 3 2 3 y 1 0 1
v
10+
8 1
&)
6+ |
x2 +2 “"':..-
4 "
¥ - . ‘ /
e
= x e
10 2 /4
D1 \
41

Tomamos f(x) =x2+2 y g(x) = —x, ytenemos que f(x) = x2 + 2 = g(x) = —x para
toda x en el intevalo cerrado [0,1].

Aplicamos la férmula para el area entre dos curvas:

b
rea = [1£G0 - 9] d
z 2 3 x2 2
Area = | [(x + 2) — [-x]]dx = (x2+x+2)dx=[—+—+2x] =
Ji Jax= | Rt}

Q+@ 2(2)] [@+Q+2(1)]—866—283—582u

-

Area =
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Analicemos otros ejercicios para poder practicar.

Ejemplo 3:

Calcular el &rea de la regién acotada por la curva g(x) = 2 — x? y larecta f(x) = x.
En este caso no nos proporcionan los puntos de interseccion.

Solucion:

Los limites a y b estan determinados por los puntos de interseccion de las curvas fy g.

Para hallarlos, es necesario igualar ambas ecuaciones entre si y despejar x, es decir:

x=2—x?

x> +x—2=0
x+2)x—1)=0

De donde:
x+2 =0, porlotanto, x = — 2

x—1=0,porlotanto,x=1

x -2 | -1 0 1

glx) | -2 1 2 1

fF | -2 | -1 ] o 1

Como g(x) > f(x) sobre el intervalo cerrado [—2,1], tenemos:

b
frea = f lg(0) - FG0)] dx

1

B %2
Area = f[(Z—xZ)—x ] dx = (2—x —x)dx—[2x+—+ =
J 372,
Area—[2(1)+@+g] [2( 2)+( 2)3+(_2) ]=;=4.5u2

Una de las soluciones rapidas que estamos usando, es restar a la funcién de mayor
valor en el intervalo, la de menor valor, o bien, que aparece arriba de la que esta abajo,

después aplicar el Teorema Fundamental del Calculo.
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<

Actividades de Cierre

Realiza los siguientes ejercicios en tu cuaderno:

1. Aplicando el Teorema Fundamental del Calculo, determina el area sombreada en

las siguientes figuras:

Recuerda restar siempre
la funcibn mayor menos
la menor en el intervalo

y _ donde se encuentra el
ks =i area a calcular.

6 1

‘ AN

2 g =+ : ,,'L“f;

T /. . -N-
/_/ | 1 2

dig B8

2. Analiza la siguiente grafica y calcula el area sombreada.

v
20

e(x)=8x -Tx+6

10+ \
\_/ f(x)=x3—2x2+x—5
L S | 111<|11i1-\-x
1 050 05 1 15 2~
_10,,
_20__
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[ Ejercicios Adicionales }

Te presentamos otros ejercicios adicionales para que puedas practicar.

1. Calcula el area de la region limitada por lacurva y = x> —3x — 4 y el eje “x".

2. Determina el area sombreada en cada uno de los siguientes casos:

2)
-4+
b)
v
5 4
f)=x +3x+1
3 1
2
/_7 g)=x"+x +1
< S Y
yxfs 00 05 1 15 2
—1+
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¢

Unidad 2. Integral Indefinida

2.1. La Antiderivada

Introduccién

Como recordaras, en las matematicas existen operaciones inversas: la adiciéon y la

sustraccion son operaciones inversas, al igual que la divisién y la
s multiplicacién, y lo mismo puede decirse de elevar una potencia y
extraer la raiz correspondiente. En el calculo diferencial se estudia

el problema para obtener la derivada f'(x) de una funcion f(x).

l\ll’

Ahora nos ocuparemos del problema inverso, es decir, dada la

derivada f'(x) de una funcién, buscaremos obtener la funcion

f(x).

La integracion tiene dos interpretaciones distintas: como
- procedimiento inverso de la diferenciacion y como método para

determinar el area bajo la curva, cada una de estas interpretaciones tiene numerosas

aplicaciones.

En primer término, la integracién puede considerarse como el proceso inverso
de la diferenciacion, esto es, si una funcion es derivada y luego se integra la funcion
obtenida, el resultado es la funcion original; siempre y cuando se especifique de manera
precisa la constante de integracién, ya que de otra forma el resultado puede diferir de la
funcién original en una constante.

Ahora recordemos los tipos de funciones:

Funcion inicial o primitiva: y=f(x)
Funcion derivada: % = f'(x)
Funcion diferencial: dy = f'(x) dx

El problema fundamental del célculo integral depende de la operacion inversa a la
diferenciacion, es decir:

Hallar una funcion primitiva: y = f(x)

Si conocemos la funcion diferencial: dy = f'(x) dx

En este contexto, la integracion se considera como la operacion de obtener una funcién
cuando se conoce su derivada. Es decir, la Antiderivada.

Si integro la derivada de una funcion, obtengo la funcion original y viceversa, por
ejemplo: ¢ Cual es la derivada de x2? 2x, por lo tanto [ 2x dx = x2.
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Elementos de la Integral indefinida:

5. Primitiva general

3. Diferencial o funcion original
A

f(r?d - F)+C
fx x\_ x+/

o . 4. Variable de 6. Constante de
. Integrando -

3 integracion Integracion
Actividades de Apertura

Ya estudiamos los elementos de la Integral indefinida, ahora comprobemos los
conceptos explicados anteriormente respondiendo a la siguiente interrogante:

¢Por qué se suma una constante de integracion?

Porque la derivada de una constante es cero, por ejemplo, calcula la derivada de las
siguientes funciones:

a) f(x) =x% .l

b) f(x) =x2+3 ..

C) fX)=x2+6 ..o,

d) f(x) =x2+8 ...............

e) fF) =x%+c .oooviiiin

Como puedes observar, en todos los casos la derivada es 2x y como la integral de una
funcion obtiene la funcion original, entonces [ 2x dx = x? + ¢ y de esa manera ser

precisamente la inversa de la derivada.

@@L} Actividades de Desarrollo

Calcula la derivada de las siguientes funciones:

a) f(x) =x

b) f(x) =x+1
c) fx)=x+4
d f(x) =x+9

e) fx) =x+c
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<:3'

Entonces, ¢,a qué es igual la siguiente integral?

Jldx=fdx=?

Precisamente esa es la primera formula de integracion algebraica:
f dx =x+c

Determina la derivada de las siguientes funciones:

a) fx)=5x+3: fl=_____
b) f(x)=8x+5: f(x)=___
c) fx) =12x-8: f'x)=___
d) f(x) =15x+10: f'x)=____
e) fx) =cx+c: ffx)y=____

¢,Cual es la formula de antiderivada que nos permite relacionar todas las derivadas

anteriores?

De las derivadas del tipo de funciones como las que acabas de calcular, es que surge

la formula de integracion correspondiente, para el caso anterior se deduce que:
f kdv =kv+c

Determina la derivada de las funciones siguientes:

a) f(x) =3x3+4x2—-5x+6
b) f(x) =5x3+7x>—-8x+9
c) f(x) =7x3—4x?>+5x—3
d) f(x) =4x®+5x*+3x—9

Si recuerdas, en célculo diferencial, existe la formula que permite calcular la derivada

de una suma de funciones y se expresa de la siguiente manera:
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dlu+v—-w)=du+dv—dw

Es decir, la derivada de una suma o resta de funciones, es igual a la suma algebraica
de las derivadas de cada funcién, por lo que la formula de integracion correspondiente

sera:

f(u+v—w)dv=fudu+fvdv—fwdw

De igual manera, pueden deducirse otras férmulas de integracién a partir de las férmulas

de derivacion o diferenciacion estudiadas en el curso de Calculo Diferencial:

1. f dx=x+C
Ya aplicamos

algunas.
¢ Recuerdas?
2.Jkdv=kv+C !
oy,
- ’;‘ :‘
—
3.f(u+v—w)dv=fudu+fvdv—fwdw —
1]n+1
4. f vtdv = +C
n+1

dv
5.J—=1nv+C
v

Con éstas cinco férmulas practicaremos el célculo de integrales algebraicas inmediatas

y lo haremos a través de los pasos de integracion y luego lo aplicaremos a diferentes

contextos.

Pasos para integrar una funcion

1. De la expresion por integrar se toma la variable independiente y se obtiene su
derivada (diferencial).

2. Si la diferencial resultante completa exactamente el diferencial de la integral, se
aplica directamente la formula correspondiente.

3. Siladiferencial resultante completa el diferencial de la integral y sobran constantes,

éstas pasan en forma reciproca multiplicando al resultado de la integral.
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Ejemplos:

Calcular la integral de las siguientes expresiones:
1.jx3dx

Primer paso:

Hacemos v = x Yy obtenemos su derivada
dv
==

Para obtener el diferencial simplemente se despeja dv, como dx esta dividiendo pasa

1

multiplicando, por lo tanto:

dv =dx

Segundo paso:

Como dv = dx, entonces, completa exactamente el diferencial, puedes observar que en
la expresion [ x3dx después de la variable x3 sélo estd dx que es igual a dv, por lo
tanto, completa el diferencial y aplicamos directamente la férmula 4, para ello hacemos

quev =x

(3L
fx3dx= =75 +C

Por lo tanto:
J-x3 dx = i +C
4

En forma directa, al exponente de la variable simplemente se le suma 1y se divide entre
el nuevo exponente.

Podemos comprobar si nuestro resultado es correcto, para ello basta con derivar el
resultado de la integral y nos debe proporcionar el integrando, como se muestra a

continuacion:

4

x 1 4
f’(x)=Z+C=Zx4+C=Zx4‘1:x3

Como puedes ver, el resultado de la derivada es igual al integrando de la integral.
2.f Sax? dx

Apliqguemos primero la férmula ndmero 2, ésta indica que si hay constantes que
multipliquen a la variable, pueden salir de la integral y quedan multiplicandola, por ello

la expresion anterior, la podemos convertir en:
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¢

jSaxz dx = 5c1fx2 dx

Puedes observar que la integral a calcular es muy similar a la del ejemplo 1, lo haremos

por pasos Y luego en forma directa.

Sa‘fx2 dx

Primer paso:

Hacemos v = x y obtenemos su diferencial

dv_1
dx
dv = dx

Vemos que completa exactamente el diferencial, por lo tanto, pasamos al:

Segundo paso:
Aplicamos directamente la formula 4.

5 j 2 gy = 5a 5 5g X 20
X exr=say Ty T3
Por lo tanto:
5 S5ax3
S5ax* dx = C

Una vez que vimos que se completa exactamente el diferencial, podemos integrar de
forma directa: aumentando 1 al exponente de la variable y dividiendo la variable entre
Su nuevo exponente.

S5ax3

3+C

5afx2dx=

Comprueba tu resultado a través de la derivada.
3. f Vit dt

Expresada la integral de esa manera, no se parece a ninguna de las 5 férmulas, sin

embargo, si la raiz cuadrada de t, la expresamos con exponente fraccionario se tiene:
1
f tz dt
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Ahora vemos que se parece a la férmula 4 y como v =t, dv = dt, aplicamos

directamente dicha férmula:

1 ACSINS SPYS
ftz dt = 2?2?4‘
2t 2
Por lo tanto:
3
f\/E dt=23£+C

Comprueba tu resultado a través de la derivada.

dx

La integral anterior se parece a la formula 5, pero el denominador de la formula 5 es v
- . . . . 2
y esta elevado a la potencia uno, en cambio, el de la integral a calcular la potencia es 3

es decir, la formula 5 s6lo se aplica cuando el denominador esta elevado a la potencia
1. Sin embargo, podemos transformar dicha expresién por una equivalente, para ello

pasemos la variable al numerador cambiando el signo del exponente, como se muestra

dx _2
fz—zfx3dx
x*/3

Ahora vemos que dv = dx y como se completa exactamente el diferencial, aplicamos

a continuacion:

la férmula 4, quedando de la siguiente manera:

2 1
dx _2 x 3% x3 1
f2—=fx 3dx = > +C=T+C=3x3+C
x/3 —5+1 y

Comprueba tu resultado a través de la derivada

5. f(x4—3x3/2 +\/l§+ 5) dx

La expresion anterior cuenta con varios términos, por lo que primero debemos aplicar la
férmula 3, que permite integrar término por término y luego calcular las integrales de
cado uno de ellos. Aplicando la férmula 3 se tiene:
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7
f(x4—3x3/2+—+5

)dx=fx4dx—.[3x3/2dx+Jldx+J5dx
Vx Vx

Como puedes ver, hay que calcular cuatro integrales por separado y después unir los

resultados y esa serd la integral planteada. Calculemos cada una de las integrales:

x4+1 xS
4 = = —
fx dx ) 5+C

f3 35 d 3x /241 3x°/2 6x°/2
x X =— — —

= = C
341 > 5
2 2
7 -1 X_1/2+1 7X1/2 1
— dx=|7x"V2dx=7 = =14x72+C
1 1
Vx ~3+1 3

deszfdx=5x+C

Por lo tanto, al unir los resultados de las cuatro integrales se tiene:

3 7 x5 6x/2 1
J(x4—3x/2+—+5)dx=—— +14x /24 5x + C
N 5 5

Como puedes observar, aunque cada integral tiene una constante, al final s6lo se anota
una. Comprueba tu resultado a través de la derivada.

6.f§/§dx

Si analizas el contenido de la integral, no hay una férmula directa, pero tienes que hacer
uso de tus conocimientos y recordar que una raiz es una potencia fraccionaria:

1
fi/fdx = fx§ dx
Ahora usemos la férmula 4 para integrar una potencia:

4

1 x3 3 4
fx3 dx—?+C— ZxS +C

3
de_

3x

En primer lugar, podemos sacar las constantes de la integral segun se indica en la
férmula 2:

DGETI

ACADEMIA NACIONAL DE MATEMATICAS 81.



P CALCULO INTEGRAL (APRENDIZAJES ESENCIALES)

2dx_2 dx

3x 3) x

La integral se resuelve, en este caso, aplicando la formula 5:

dv
—=lnv+C
v

ya que se tiene una expresion racional donde en el denominador la variable tiene
exponente 1:

2 dx_2l
3/ % ~ 3™

El resultado se puede comprobar facilmente sabiendo que la formula para derivar un

logaritmo natural es exactamente inversa.

d axV
a(lnv) ==,

Una vez que tomes un poco de practica, podras solucionar los ejercicios de una manera
mas rapida y directa, omitiendo algunos pasos intermedios como el separar en
diferentes integrales o haciendo la conversién entre raices y potencias. Analiza los

siguientes ejemplos:

8

8 s x~? , 4
f—dx=8fx dx=8—+C= —4x“+C=——+C
x3 -2 x?

9.J(x+2)(x—2) dx

3

f(x+2)(x—2)dx= f(x2—4)dx=%—4x+C

10.f(x +5)? dx

3 2

x3  x x3
f(x+5)2 dxzf(xz+10x+25)dx=?107+25x+6=?+5x2+25x+C
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F )

\\‘\)

Actividades de Cierre

Una vez que hemos aprendido a calcular las integrales inmediatas algebraicas, lo

aplicaremos para resolver problemas reales, al campo de la fisica y la economia, para

ello desarrollaremos el siguiente:

Ejemplo: En una competencia de arrancones, uno de los vehiculos es capaz de acelerar

w | 10522 en los primeros 8 segundos, es decir, por cada segundo

M gue transcurre, la velocidad aumenta 10%. El vehiculo, en una

competencia debe partir desde el reposo. Con la informacion

anterior, responde correctamente los siguientes incisos:

a) Completa la siguiente tabla que relaciona la aceleracion (a), velocidad (v) y

distancia (s) con respecto al tiempo.

Tiempo (1) 0 1 2 3 4 5 6 7 8

Aceleracion (a) 10 10 10

Velocidad (v) 0 10 20

Distancia (s) 0 5 20 45

b) Determina la funcién que modela la aceleracion (a), velocidad (v) y distancia (s).
Para eso toma la primera y la dltima fila de la tabla anterior, y en la fila de la
distancia, obtén la diferencia entre dos valores consecutivos a lo largo de la serie,
lo haces una vez y como nos da otra serie numerica, volvemos aplicar diferencias
y notaremos que se estabiliza, es decir, se repite el mismo nimero para todas

las series, veamos:

Tiempo (t) 0 1 2 3 4 5 6 7 8

Distancia (s) 0 5 20 45 80 125 | 180 | 245 | 320

NN NN N NN

5 15 25 35 45 55 65 75

NN

10 10 10 10 10 10 10
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Si observas la Ultima serie obtenida, corresponde precisamente a la aceleracion, y a

partir de ella, lo integramos; primero aplicando la férmula 2 y luego la férmula 1, como

flOdt=10fdt

1ofdt=10t+c1

se muestra a continuacion:

Observa en los datos de la tabla, 10t corresponde precisamente a la velocidad del
automavil, considerando que ¢, es igual a cero porque parti6 desde el reposo, sin
embargo, dejémoslo como ¢, para poder calcularla, y volvamos a integrar este resultado,

como se muestra a continuacion:

f(lOt +cy)dt

Como se tienen dos términos, apliguemos primero la férmula 3, y luego las férmulas 1 y

4, veamos:
f(10t+cl)dt=f10t dt+fc1dt a
] ,“‘ b
Integrando por separado ambas integrales se tienen: -lt—"
t1+1 10t2
= = = = 2
flOtdt 10fdt 101_|_1 > 5t
fcldt=clfdt=clt
Por lo tanto:

f(lOt + ¢)dt = 5t? + ¢yt + ¢,

¢, se suma al final, puesto que siempre que integres, al final se le debe sumar una
constante.

Para calcular los valores de ¢, y ¢, hagamos la distancia igual a la expresion
encontrada, y luego sustituimos en ella los datos de la distancia y el tiempo que
se tienen en la tabla, lo que permitira calcular dichas constantes, se sugiere
tomar los valores mas pequefos, aunque se llega al mismo resultado con
cualquiera de los valores.

s=5t2+ct+c,
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<:3'

Sustituyendo los valores de d = 0y t = 0 se tiene:
0=500)%+ ¢,(0) +c,
0= c
Ahora sustituyamosd =5yt =1
5=51)2+¢(1)+0
5=54¢
5-5=¢
cg =0
Sustituyendo los valores de ¢4 y ¢, en la funcion de distancia, se tiene:
s=5t2+ct+c,
s=5t2+(0)t+0
s = 5t2
Por lo tanto, la distancia recorrida por el automovil lo modela la siguiente funcion:
s = 5t2
Para determinar la velocidad se sustituye ¢; en la funcién:
V=10t +c,

Como ¢, es cero se tiene:

V =10t

Asi que la velocidad lo modela la funcion siguiente:

A

V =10t

La aceleracion simplemente es una funcién constante:
a=10

Si te diste cuenta, al integrar la aceleracién:
flOdt= 10t + ¢4

Obtuvimos la féormula para calcular la velocidad (V = 10t), y al volver a integrar
(integramos la velocidad).

j(lOt +¢) dt =5t? + ¢yt + ¢,
Obtuvimos la distancia:

d = 5t

Dado que ¢4 Yy ¢; son iguales a cero.
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Ahora hagamos el proceso inverso, para ello, deriva la funcién de la distancia:

s = 5t?
d(s)
dt
¢, Qué obtuviste al derivar la distancia?
Ahora deriva la velocidad:
d(10t)
at

¢, Qué obtuviste como resultado?

Como podras observar, la derivada de la distancia nos da la velocidad, y la derivada de
la velocidad nos da la aceleracion y a la inversa, la integral de la aceleracién nos da la
velocidad y la integral de la velocidad nos da la distancia, y ahi esta el Teorema
Fundamental del Calculo, que en términos sencillos dice: “La derivada y la integral son

operaciones inversas”.

Ese descubrimiento fue lo que le dio la trascendencia que tuvo y tiene, el calculo integral,
ya que no sélo permite calcular el area debajo de una curva, sino determinar la ecuacion
gue lo modela, y dicha ecuacion tiene un significado practico, en este caso, la velocidad
del auto de arrancones; si se integra la aceleracion y la distancia recorrida por el auto

de carreras, si se integra la velocidad.

El célculo integral esta presente

en muchas areas del ~
conocimiento, aqui te hemos
mostrado algunas de sus
aplicaciones

|
- |y
>
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Actividades de Contextualizacion o Transversalidad

En forma individual, resuelve el siguiente ejercicio planteado:

Un estudiante de la UNACH, para obtener el grado de Ingeniero
Agrénomo, realizé una tesis sobre densidad 6ptima de poblacién de
maiz por hectarea. De acuerdo con sus datos experimentales sus

resultados se concentran en la siguiente tabla:

Densidad
miles de 10 | 20 | 30 | 40 | 50 | 60 | 70 | 80 | 90 | 100 | 110 | 120 | 130
plantas (x)
P;?]d;gc?y(;n 1300 | 2400 | 3300 | 4000 | 4500 | 4800 | 4900 | 4800 | 4500 | 4000 | 3300 | 2400 | 1300

Con la informaciéon anterior, determina:

a)

La ecuacion que modela la produccién de maiz en kg (y), en funcion de la densidad

de poblacién (x).

b) Grafica la produccién de maiz en kg, en funcion de la densidad de plantas (x).

c) A través de la derivada, determina la densidad de poblacion que genera la maxima
produccion.

d) Si el precio del kg de maiz es de $4.00, ¢cual seria la funcién del ingreso total?
Graficalo.

e) Si los costos fijos, es decir, aquellos que no cambian, como son la preparacion del
terreno, fertilizantes, herbicidas, insecticidas, mano de obra, etc. son de $8500.00 y
el costo variable corresponde a las semillas, ¢ cual es la funcién del costo total, si
1000 semillas tienen un costo de $25.007? Graficalo.

f) Sila ganancia es igual al Ingreso total menos el costo total, ¢ cual es la funcion que
lo modela?, ¢ cuantas semillas deberian sembrarse por hectarea para obtener la
maxima ganancia? Hazlo a través de la derivada y muéstralo graficamente.
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Ejercicios Adicionales

Determina la integral de las siguientes funciones y compruébalo aplicando el proceso

inverso de diferenciacion.

o [ on
o [

b [20r7 =

o [(d-2eh s 505 -3) ax-
D [ V3t de -

2 _
g)fwdx:

X

2 2
h) f(%‘ﬁ) dx =
i) fﬁ(Sx—Z) dx =

9 2
k) f(7x3+5x2+x—2+p>dx=
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2.2. Constante de integracion

Introduccidén

La constante de integracion es un valor agregado al calculo de las antiderivadas o

integrales, sirve para representar las soluciones que conforman la
primitiva de una funcion. Expresa una ambigiedad inherente,
donde cualquier funciébn cuenta con un namero infinito de

primitivas.

Significado geométrico de la constante de integracion.

Cuando se integra una diferencial dada, lo que realmente se esta

obteniendo es una familia de funciones de la forma f(x) + C,
donde C se denomina constante de integracion y es arbitraria, ya que se le puede

asignar cualquier valor real.

Como d(x? + 5) = 2x dx, entonces: [2xdx=x?+5
Como d(x?) = 2x dx, entonces: [ 2x dx = x?
Como d(x? — 5) = 2x dx, entonces: [2xdx=x*-5

De manera general:

Como d(x? + C) = 2x dx, entonces: [2xdx=x?>+C

En general, como:

dif(x) + C] = f (x) dx
Donde C es la constante arbitraria, tenemos

que:
f £ dx = f() + €

Es decir, la integral indefinida y C constante

de integracion.
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2.2.1. Calculo de la constante de integracion.

Actividades de Apertura

Tomemos como referencia el caso explicado anteriormente. Si calculamos fo dx,

¢,.como saber especificamente a cuél de las tres parabolas corresponde el resultado?

Para eso necesitamos mas datos iniciales. Por ejemplo, se sabe que la parabola que

buscamos tiene un valor de la funcion igual a 5 cuando x = 0

¢Cudl de las tres parabolas tiene esta caracteristica en la figura anterior?

Analiticamente, procedemos registrando, en primer lugar, el resultado en su forma

genérica:
J 2xdx =x*+C
Significa que la funcion que estamos buscando es de la forma:

fx)=x2+cC

¢,Cual es el valor de C?

Como la funcion tiene un valor de f(x) = 5 cuando x = 0, sustituimos esta condicion en
el resultado:
fx)=x*+C
5=(00)?%*+C

Despejamos C:
C=5

Por lo que, la funcién que cumple con esta condicion tiene de ecuacion:

fx)=x*+C
fx)=x%+5
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@@ Actividades de Desarrollo

Ahora pongamos en practica el procedimiento anterior.

Ejemplo: Determina la funcion cuya derivada es f’(x) = 3x% y tiene un valor de 3

cuando x = 1.

En primer lugar, calcula la operacion inversa de diferenciacion:
3
2 X 3
3x dx=3?+C=x +C
La funcién que buscamos es de la forma:

f)=x3+C

Como la funcion tiene un valor de f(x) = 3 cuando x = 1, sustituimos esta condicion en

el resultado:
fX)=x3+C
3=(1%2+¢C
Despejamos C:
Cc=2
Por lo que, la funcién que cumple con esta condicién tiene de ecuacion:
f)y=x3+¢C
flx)=x3+2

Una forma de comprobar el resultado es analizar el gréfico de la funcién obtenida:

3
J)=x"+2

L R TR U g/ Si derivamos la funcion:
valor de f(x) =3

6 f(x) =x3
cuando x = 1.

41 f'(x) = 3x?

/a- (1.3)
t } } t =X
-2 -1 0 1 2 3 4
i,
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Tu turno: Determina la funcién cuya derivada es f’(x) = 3x2 + 4x, tiene un valor de

7 cuando x = 1. (Observa la grafica).

f(x)Z ?

107

En primer lugar, calcula la operacién inversa de diferenciacion:

f(sz + 4x)dx = +C

Escribe la forma genérica de la funcion:

flx)= +C

Sustituye el valor de la funcién f(x) = 7 cuando x = 1, en la funcién anterior:

flx) = +C

= +C

Despeja C:

Sustituye C en la forma genérica de la funcién:
fx) = +C
Ff() =
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L Actividades de Cierre J

Bien, ahora ya sabes como usar y aplicar las formulas, completa el procedimiento para

determinar el valor de la constante C y la funcion solicitada.
1. Determina una funcién y = f(x), cuya primera derivada sea f (x) = 3x2 —2x +5 y

tengavalor y = 12 cuando x = 1.

Solucion:
f(3x2—2x+5)dx=3fx2dx—2fxdx+5fdx=______+C
Dado que y =12 cuando x = 1:
Sustituimos: 12 = +C
12 = ___+C
C=

De acuerdo con lo anterior, la funcion que buscamos es:
y =
2. Determina la funcion f(x) sisabemos que f (x) = x> —4x y £(0) = 12.

Solucion:
f(x3—4x)dx=fx3dx—4fxdx= +C
Dado que f(0) =12
Sustituimos: 12 = +C
12 = 4+ C
C =

Por lo tanto, la funcién que buscamos es:

y =
3. Encuentra la funcién f(x) apartird f (x) =2x+1 y f(2) =4

Solucion:
f(2x+1)dx= 2fxdx+1fdx= +C
Sustituimos  f(2) = 4, 4=___ _+C
4 = +C
C=

La funcion buscadaes y =

Ahora pasemos a ver su contextualizacion, es decir, problemas de la vida real en la que

podemos aplicar integrales y debemos estimar la contante C.
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Actividades de Contextualizacion o Transversalidad

Resuelve los siguientes problemas de contexto:

1. Una poblacién es atacada por una epidemia de gripe sea N(t); el niGmero de
personas enfermas al tiempo t en dias, la epidemia inicié en

N(0) = 50. Un mateméatico determina que la gripe se extiende

arazoén de f'(t) = 120t — 3t? personas por dia.
= Determina:
a) La funcién original que describe el comportamiento de la epidemia. (Aplica los

mismos pasos explicados anteriormente).

b) ¢Cuantos enfermos habra después de 15 dias si no se controla la epidemia?

2. Elcosto marginal de una compafiia esta dado por la expresion ¢’(x) = 1.2 + 0.004 x
ddlares por unidad, al producir x unidades mensuales. Si los

costos fijos son de 900 ddlares, determina:

a) La ecuacioén del costo total.

a) El costo promedio de 500 unidades.

DGETI ACADEMIA NACIONAL DE MATEMATICAS
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¢

Ejercicios Adicionales

1. Un fabricante de joyas determina que el ingreso marginal [I'(x) en dolares,

asociado con su produccién y venta de x joyas es: I'(x) = 85 — x.

a) Encuentra el ingreso total por la venta de x joyas.
b) ¢Cudl es el ingreso total para su produccion de 30 articulos si
1(0) =07

2. Lafuncion del costo marginal de una empresa, cuando produce x unidades diarias,
esde C'(x) =10+ 0.1 x.

a) Si sus costos fijos son de $8,000 diarios, encuentra la
ecuacioén de los costos marginales.

b) El costo de producir 200 unidades diarias.

3. Selanza un proyectil verticalmente desde lo alto de un edificio de 60 pies de altura
- (5(0) = 60m), con una velocidad inicial de 96 pies/s,
v(0) = 96 m/s. Si la aceleracion del proyectil en cualquier

instante t es de —32 pies/s?, determina:

a) La ecuacion de la funcion de la velocidad.

b) La velocidad a los 2 segundos.

c) La ecuacion de la funcion de posicion S(t) de la particula.

d) La altura a la que se encuentra el proyectil sobre la superficie terrestre a los

5 segundos.

4. Encuentra la funcion f(x) apartirde f(x) =6x>+8 y f(0) =35

5. Encuentra la funcion f(x) apartirde f(x) =2x*+1 y f(0) =1

6. Encuentra la funcion f(x) apartirde f (x) =cosx y f(0)=3

7. Encuentra la funcion f(x) apartirde f(x) =6x2—-2x+1 y f(2) =1

8. Encuentra la funcion f(x) apartirde f(x) =7x3+3x2+1 y f(2) =97
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2.3 Férmulas para integrales inmediatas elementales.

Introduccién

Existen formulas que te permitiran realizar las operaciones de integracion de manera

directa, pues estan disefiadas para los casos de integracion que
se presentan de manera mas comun o frecuente. Cuando nos
encontramos con una expresion diferencial que coincide con la
estructura de una de esas férmulas, nos referimos a ellas como
Integrales Inmediatas. En algunos casos, solo tendremos que
verificar si se cumplen las condiciones necesarias para su

ejecucion.

Actividades de Apertura

Retomemos las primeras formulas de integrales algebraicas inmediatas.

LJMu+dv+mﬂ=jﬁu+Jdv+fdw

Para comprobar los resultados en el
2. f adv = af dv proceso de integracion, en estos casos,
te seran utiles las siguientes férmulas de
3. f dx=x+C diferenciacion:

pnHl d(w™) =nv" ldv
4J}de= +C
n+1 d
v
dv d(lnv) = —
5fq7=lnv+C v

Antes de aplicar cada férmula, es necesario analizar su estructura, por ejemplo:

vn+1
jv"dv= +C
U n+1

Nos indica que, cuando se integre una potencia, es necesario verificar si la diferencial

estd completa. v y dv deben corresponderse en primera instancia. La segunda, debe

calcularse a partir de la primera:
f x? dx
v=x.dv=dx
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2+1 3

El proceso de completar la diferencial te lo explicamos con los siguientes ejemplos:

2+ p”
szdxz +C=|—+C

Ejemplo 1: Calcula la siguiente integral:

[(x?+1)3xdx j ng phtl
vdv =

N =27

Se trata de una potencia, por

+C

lo que verificaremos si se
cumplen las condiciones de
la férmula correspondiente.

- v=x?2+1
Identifica los elementos de la
_ _
formula; v,ny dv n=

Observa que, en este caso, la diferencial no estda completa, pues v y dv no se

corresponden del todo. El coeficiente 2 es necesario para completar la diferencial.

Para completar la diferencial es necesario multiplicar por 2, lo que implica duplicar la
expresion que teniamos originalmente. Para compensar este cambio, necesitamos

dividir el resultado de la integral por 2. Observa:

Se compensan los

cambios aplicando la @ @
operacion inversa que f(x + 1)3‘ /

se empleo al Si la diferencia es
v=x?2+1
completar. un factor contante,
n=23 (2 en este caso), se
Se calcula la dv - > multiplica para
diferencial de v. / completar.

Una vez, que hemos completado la diferencial, procedemos a aplicar la férmula de

integracion correspondiente:

vn+1
fv"dvz +C
n+1
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1 1(x%+1)3*1 1
Z | (42 3 _ - T _|Z (2 4
2j(x +1)° 2x dx =5 s 1 ¢ s(2+ D +C

Para comprobar que el resultado es correcto, aplicamos la operacion inversa de la

integracion al resultado. Aqui empleas los conocimientos previos de Calculo Diferencial:
d(w") = nv™ dv

1 2 4 _1 2 4-1 2
d[g(x +1) +C]—§(4)(x + 1)1 + 1)

4 1
= 5 (2 + 1)* 1 2xdx) = Ax? + 1)° (2dx)

= (x2+1)3x dx
[ ]

Se obtiene la expresion diferencial que se plante6 originalmente.

Ejemplo 2: Calcula la siguiente integral:

n+1
[ (ax3 + b)2 x%dx = [(ax® + b)*/3 x2dx jvn dv=2—_41¢

\ / n+1

Nuevamente se trata de una potencia por lo

que en primer lugar hacemos la conversion
|

2 <4
Identifica los elementos de la f(ax3 + b) /3 4.‘:'/
"%

férmula: v, n y dv FH\ = % "

Nota que nuevamente, la diferencial no esta completa, pues vy dv no se corresponden
del todo. El coeficiente 3a es necesario para completar la diferencial.

Para completar la diferencial es necesario multiplicar por 3a, lo que modifica la
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expresion original. Para compensar éste cambio, necesitamos dividir el resultado de la
integral por 3a. Observa:

Se compensan los
cambios aplicando la @
operacion inversa que /
se empleo al \ 1 2
3
completar. By (ax + b) /3

3a

Si la diferencia es

v=ax3+b un factor contante,

Secalculala |« , (3a en este caso),
diferencial de v. n = /3

se multiplica para

\ completar.

Una vez, que hemos completado la diferencial procedemos a aplicar la férmula de

integracion correspondiente:

vn+1
fv"dv= +C
n+1

2
1 1 (ax®+ b)3*
—f(ax3 + b)2/3 Bax?dx = —;+ C
3a 3a Z+1
3
_ 1 (ax3+b)5/3+c_ 3 ( 3+b)5/3+C— 1( 3+b)5/3+C
" 3a 5 = 15¢ % ~|5q

3

Para asegurarnos que el resultado es correcto, nuevamente aplicamos la operacion
inversa de la integracion al resultado.

d(w™) = nv™ 1dv

d [% (ax3 + b)5/3 + C] = % (g) (ax3 + b)g_1 d(ax3 +b)

= £ (@x + b’ (3x?dx) = 2 (ax® + b)s (2d)

= (ax® + b)g x? dx =[3\/(ax3 + b)? xzdx}

Se obtiene la expresion diferencial que se plante6 originalmente.
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>

Ejemplo 3: Calcula la siguiente integral

dv
ydy: f7=lnv+C

e \

En este caso tenemos una expresion racional en

la que es posible una correspondencia entre su

numerador y denominador.

\C -

dv—

-
Identifica los elementos de @ "
la formula: vy dv f =

De la misma manera que en los casos anteriores, la diferencial no esta completa, pues
vy dv no se corresponden del todo. El coeficiente —2 es necesario para completar la
diferencial. Para completar la diferencial es necesario multiplicar por —2 el numerador
de la fraccion, lo que modifica la expresidn, y para compensar este cambio, necesitamos

dividir el resultado de la integral por —2. Observa:

Se compensan los

cambios, aplicando la @ /
operacion inversa que @
se empled al \ 1 @
— Si la diferencia es un
—2 _]. 1—y2 \

completar.

factor contante (-2 en
este caso) se

v=1-y?
@ / multiplica para
D)

completar.

Se calcula la

diferencial de v.
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Una vez que hemos completado la diferencial, procedemos a aplicar la formula de

integracion correspondiente:

) 1—y2

dv
—=lnv+C

1 (—2ydy {1

= _—zln(l -y + C}

ah

Para asegurarnos que el resultado es correcto, nuevamente aplicamos la operacion

inversa de la integracién al resultado.

1
d [_—zln(l —yH+C

d(lnv)z%
1.d1-y? 1 —2ydy _ | ydy
20, TRaomtTlaom Tt

o

Actividades de Desarrollo

En los siguientes casos, calcula la diferencial dv e indica qué operacién debe realizarse

para completar la diferencial de cada integral:

Integral Relacion vy dv Integral completa
v
f Qxt+6)Ysx3dx | n= [ ] f 2xt + 65 1x* dx
dv =
5 /g v B 5 7/g
f<%+a> y* dy Zv— [ ]f(y?‘i'a) [ 1y*dy
v
j UG T D ridr | n= ]f YGEF D3] |rd dr
dv =
1%
f V(@2 —aw?)3wdw n ]f Y2 —aw?)3[ Jwdw
dv =
(%
t?dt n [ [ 1t dt
fat3—b_ dv = fat3—b_
w4 dw ~ Z [ Jw*dw _
J1+aw5_ dv = [ ]_I 1+aws
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Toma como referencia tus registros de la tabla anterior, y resuelve las siguientes

integrales:

a) f(Zx4 +6)73x3 dx =

b) f V@Brr+1)3r3dr =

w? dw 3
1+ aws
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Ejercicios Adicionales

1. Desarrolla las siguientes integrales indefinidas, aplicando las formulas de integrales

inmediatas elementales, y comprobar por diferenciacion.

Y5 7/g
a) f (7 + a) y*dy

b) ff/(Z—awz)?‘wdw

2. Determina el area bajo la curva de la siguiente figura:

fO)=(?—-4)°x
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2.4. Aplicacion de formulas de integracion inmediatas para diferenciales
exponenciales.

Introduccién

Las ecuaciones exponenciales son aquellas en las que la variable independiente

aparece en el exponente. Desde el punto de vista de la matematica,

de un hecho o fendbmeno del mundo real, las ecuaciones

3
,

exponenciales se usan desde el tamafio de la poblacion hasta

fendmenos fisicos como la aceleracion, velocidad y densidad.

f)=¢€

50

40

30}
20|

10

I o =X
2 0 2 4 6 !
Actividades de Apertura

Para integrar las diferenciales exponenciales, se emplean las férmulas inmediatas:

a'l]
6.fa”dv=—+C
Ina

7.fe”dv=e”+C

La forma a” se emplea para cualquier valor de a (a es una constante). La forma e es

un caso especial, cuando la base toma el valor del nimero de Euler e.

Al igual que en el caso de las formulas anteriores, antes de aplicar cada formula es

necesario analizar su estructura, por ejemplo:

Y o a’
Ja”dv=—+C
Ina
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“H
\\‘\'
Nos indica que cuando se integre una potencia exponencial, es necesario verificar si la

diferencial estd completa. v y dv deben corresponderse en primera instancia. La

segunda debe calcularse a partir de la primera:
J 5% dx
v= xf dZ = dx
fa”dv=%+€ — f5xdx—E+C

El proceso de completar la diferencial te lo explicamos con los siguientes ejemplos.

Ejemplo 1: Calcula la siguiente integral:

aU
J103x dx fa”dvz +C

\ /' Ina

Se trata de expresion exponencial,
por lo que verificaremos si se
cumplen las condiciones de la

férmula correspondiente.

Jro(@)
Identifica los

elementos de la

v = 3x
formula: vy dv \c

Observa que en este caso, la diferencial no estd completa, pues v y dv no se

corresponden del todo. El coeficiente 3 es necesario para completar la diferencial.

Para completar la diferencial es necesario multiplicar por 3, lo que implica triplicar la
expresion que teniamos originalmente. Para compensar este cambio, necesitamos

dividir el resultado de la integral por 3. Observa:
Se compensan los @
cambp_f,, gpllcando la Si la diferencia es
operacion inversa que 03x
se empled al completar. un factor contante,
(3 en este caso), se

SR v=3x multiplica para
Se calcula la / plica p
diferencial de v. - dv = completar.
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Una vez, que hemos completado la diferencial, procedemos a aplicar la formula de

integracion correspondiente:

a'U
ja”dv= +C

Ina
1[10396 3x dx = 1103x+c
3 XX =13m10

Para comprobar que el resultado es correcto, aplicamos la operacién inversa de la

integracion al resultado. Aqui empleas los conocimientos previos de Calculo Diferencial:

d(a’) =a’lna dv

[1 103
d

1 .}/
_ — 3x
31n10+C] 731n 103* InA0 d(3x)
1

= E/(Osx dx
e

Se obtiene la expresion diferencial que se plante6 originalmente.

Ejemplo 2:
3
jezx 5x2%dx je” dv=e"+C
Se trata de expresién exponencial en
cuya base se tiene al nimero e. Eso
sugiere la aplicacion de la formula 7 y
que verificaremos si se cumple la
relacion entre vy dv
Identifica los

elementos de la
férmula: vy dv
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Observa que en este caso la diferencial no estd completa, pues vydv no se
corresponden. El coeficiente 6 es necesario para completar la diferencial, pero en la
diferencial original aparece un coeficiente 5. La formula 2 nos permite sacarlo y
completamos con el 6 faltante. Para completar la diferencial es necesario multiplicar por

6, lo que nos obliga a compensar dividiendo la integral por el mismo valor. Observa:

Se compensan los
@ cambios aplicando la m
operacion inversa que 5 /
3 Se completa la
se empled al \ - ezx -— ) ) P
6 diferencial con 6 y

completar.

se saca el 5 de la
v=2x3

int [
Se calcula la ‘/dv / =
diferencial de v. —

Una vez, que hemos completado la diferencial, procedemos a aplicar la formula de

integracion correspondiente:

je”dvze"+C

5 5
EJ e2%® 6x2dx = gezx3 +C

Comprobacion por diferenciacion:

d(e’) =e¥dv
5 3 5 3 5 /
= 52X — _ p2x 3y — 2x 2
d[6e +C] ze d(2x?) /6/8 6x° dx

[z e2%°5x2 gy ] /
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E@@ Actividades de Desarrollo }

En los siguientes casos, calcula la diferencial dv e indica qué operacion debe realizarse

para completar la diferencial de cada integral:

Integral Relaciéon vy dv Integral completa
v =
dv =
3x v 3x
f82dx []f82[]dx
dv =
V= —r2
fe‘xrz 3 dr [ ]fe 3rdr
dv =
v =
[7em* 52 ay 1]t i ay
dv =
2 v=
J_Sx dx [ ]fe-2x3[ Jx? dx
er dy _

=
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>

1. Toma como referencia tus registros en la tabla anterior y resuelve las siguientes

integrales:

a) fZSttht =
b) j e 3y dr =

JSx2 dx
o222 =

3
er
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Actividades de Contextualizacion o Transversalidad

Retomemos el ejercicio que realizaste en la pagina 21. Ahora puedes resolverlo de una

manera mas rapida y sencilla:

1. En los primeros dias de la pandemia en México, en el mes de marzo, cientificos
epidemidlogos expertos en el area estimaron que la curva de contagios para el pais
seguiria el comportamiento del siguiente grafico (izquierda) donde x es el nimero
de dias transcurridos a partir del brote. El area bajo la curva representa el nimero
acumulado de casos positivos en el rango de diez dias.

2 a) Determina: ¢cuantos casos positivos

200 f(x) = 0.9025-e(0-3321) surgieron durante esos 10 primeros dias de

(=]

contagio?

b) Si el grafico se extiende a tres dias mas, ¢ cuantos casos acumulados habra en esos

tres dias?

¢) ¢ Como se comparan el nUmero de casos en ésos ultimos tres dias con los 10 dias

previos?

d) Si extrapolamos el gréafico hasta los 30 dias, ¢ cuantos casos acumulados habra en
los dias 28, 29 y 30?

e) Ante el prondstico de propagacion del Covid 19, el gobierno federal anuncié una serie
de medidas para contener la velocidad de contagio. Se estima que, de respetarse estas
medidas, el grafico puede comportarse como la funcion f(x) = 0.8913e°3112*_; Cuantos
casos de contagio podrian evitarse en esta situacién, solo en los ultimos 3 dias (98,99

y 100) siguiendo las recomendaciones?

f) ¢ Cuantos casos de contagio podrian evitarse en esta situacién solo en los dltimos 3

dias (28, 29 y 30) siguiendo las recomendaciones?
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Ejercicios Adicionales

1. Aplica el procedimiento de resolucion de las integrales estudiadas en esta unidad

para resolver los siguientes ejercicios. Comprueba los resultados por diferenciacion.

a) f293x dx =
b)fZexzx dx =
c)f% dx =
d) J(ezx)2 dx =
e)fe(5x+3) dx =
g)szx dx =

h)f7xdx=
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2.5 Integracién de diferenciales trigonométricas directas.

Introduccién

Las diferenciales trigonométricas son aquellas que contienen una, 0 mas de una, funcion

@ trigonométrica: seno, coseno, tangente, cotangente, secante y
-~ cosecante. Se encuentran notables aplicaciones de las funciones
trigonomeétricas en la fisica y en casi todas las ramas de la ingenieria,

sobre todo en el estudio de fendmenos peridédicos y como se

propagan las ondas: las ondas que se producen al tirar una piedra en
el agua, o al agitar una cuerda cogida por los dos extremos, o las
ondas electromagnéticas de la luz, el microondas o los rayos-x, las

ondas sonoras, entre otros.
5 D |as primeras aplicaciones de la trigpnometria se hicieron en los
campos de la navegacion, la geodesia y la astronomia, en los que el principal problema
era determinar una distancia inaccesible, es decir, una distancia que no podia ser

medida de forma directa, como la distancia entre la Tierra y la Luna.

Actividades de Apertura

Para integrar las diferenciales trigonométricas se emplean las formulas inmediatas:

8.J5‘envdv=—Cosv+C 13.szchtgvdv=—Cscv+C
9.[Cosvdv=5env+€ 14.ngvdv=—ln(Cosv)+c=ln(Secv)+C
10-f5€CZUdU=TgV+C 15.fCtgvdv=ln(Senv)+c=—ln(Cscv)+C
11.szc2vdv=—Ctgv+C 16.fSecvdv=ln(Secv+Tgv)+C

12-f530UT9VdV=SECU+C 17.szcvdv=ln(Cscv—Ctgv)+C

Las resoluciones de integrales inmediatas para diferenciales trigonométricas, también
resultan ser muy sencillas, ya que se aplican los mismos criterios que has estudiado
anteriormente para relacionar el argumento v con su diferencial correspondiente dv. En

este caso, v es siempre el &ngulo de la funcion.
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<
Para los casos en que sea necesario comprobar los resultados por diferenciacion,

tendras que aplicar alguna de las férmulas estudiadas en el curso de Célculo diferencial:

d(Senv) = Cos v dv
d(Cosv) = —Senvdv
d(Tgv) = Sec®v dv
d(Ctgv) = —Csc?v dv

d(Secv) = Secv Tgvdv

d(Cscv) = —CscvCtgvdv

Puede ser necesario convertir una expresion que sea imposible integrar en primera
instancia por otra equivalente, aplicando identidades trigonométricas béasicas, que

estudiaste en los cursos de Geometria y Trigonometria y Calculo Diferencial:

1
1. S =
env Cscv
2. C = !
. OSU_Secv
3.T = !
IV = Ctg v
4, Ct = 1
gv_Tg
5 8 = 1
ecv_Cosv
6. C = !
¢V = Senv
. 7 _Senv
9V =Tosv
8. Ct _Cosv
gv_Senv

9. Sen*v+ Cos*v=1
10. Tg?2 v+ 1 = Sec® v

11. Ctg? v+ 1 =Csc?v
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Analiza los siguientes ejemplos.

Ejemplo 1: Resuelve la integral:
j Sen4t dt =
Evidentemente se trata de un caso particular de la formula de integracién niamero 8:
jSenvdv =—Cosv+c

En primer lugar, verifiqguemos si la diferencial esta completa:

Sen4t dt =

7

v=4t. . dv=4dt
Observa que en este caso, la diferencial no esta completa, pues v y dv no se
corresponden. El coeficiente 4 es necesario para completar la diferencial.

Para completar la diferencial es necesario multiplicar por 4, como has procedido

inversa fuera de la integral.

anteriormente: multipliquemos por 4 y compensemos ese cambio con la operacion
Se compensan los

cambios aplicando la 1 / @
operacion inversaque se | » Zf Sen 4‘t
empleé al completar. \ Completamos la

v =4t integral

/ > L.
@ Se calcula la /v dv multiplicando por 4

diferencial de v.

Una vez que hemos completado la diferencial, procedemos a aplicar la férmula de

fSenvdvz—Cosv+C ﬁ
e

integracion correspondiente:

1 1 )4
ZfSenéLt 4dt=—ZCos4t+C —/{
Comprobemos por diferenciacion: ]
d(Cos v) = —Sen v dv

1 1 1
d [—ZCOS 4t + C] = —Z(—Sen 4t) d(4t) =/%en//t4 dt
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Ejemplo 2: Resuelve la integral:

4
JSeczgw dw =

Evidentemente se trata de un caso particular de la férmula de integracién nUmero 10:
JSeczvdv=Tgv+C
Verifiguemos si la diferencial esta completa:

4
fSecZ—wdw=
0N
v=-w.dv=-dw
5 5

.. 4 . . . , T
El coeficiente 5 €S necesario para completar la diferencial, asi que multiplicamos por esa

cantidad la diferencial y compensamos con la operacion inversa fuera de la integral:

Se compensan los 3 /
cambios aplicando la / f Sec? — @
operacion inversa que 4
] Completamos la
4
se emple6 al v="w \ .
completar. S integral

R -

dv multiplicando por g
Se calcula la /

@ diferencial de v.

Una vez que hemos completado la diferencial, procedemos a aplicar la formula de

integracion correspondiente:

fSeczvdv=Tgv+C

st 22y 2w 2rg 2 +C
4) 2% 5" 54T 95"

Comprobemos por diferenciacion:

d(Tg v) = Sec? vdv

5 4
d[4Tg w+C] ZSec gwd /Z/ec —/é/dw

= Sec’ —w dw
5
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En los siguientes casos, calcula la diferencial dv e indica qué operacién debe realizarse

Actividades de Desarrollo }

para completar la diferencial y balancear cada integral:

Integral Relacion vy dv Integral completa
v =
fCos(2x+1)xdx [ ]fCos(2x+1)[ ]x dx
dv =
v =
fng(x2+a)dx [ ]JTg(x2+a)[ ]x dx
dv =
v =
szcZ Zx dx [ ]szc2 gx[ ] dx
b dv = b
v =
js L [ ]fs Lol 1d
ecoydy b ecoy y
v =
dx dx
Cse V-2 [ 1] esevat 152
f Vx dv = Vx
v =
jethgeh dh [ ]fethgeh[ ]dh
dv =
v =
f?)xSenxzdx [ ]foSenxz[ ]dx
dv =
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1. Con base en los avances que obtuviste en la actividad anterior, resuelve las
siguientes integrales. Comprueba tus resultados por diferenciacion:

a) [Cos (2x + 1) x dx=

b)ijg (x®+a)dx =
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iE Actividades de Contextualizacion o Transversalidad

1. Un resorte suspendido en el techo sostiene una masa, la cual oscila verticalmente.
En un momento dado, la aceleracibn de la masa esta dada por

a = —16m3Cos 4m (t — 2); calcula la posicién “y” de la masa sabiendo que para

Y
T ==
y %
I
A continuacion, se muestra la gréafica de desplazamiento en el tiempo:
TIEMPO

t=0,v=0Yyposicion = 0.

-
~

T2 w 3z 2

A

Oo—dzm—zr»NProuomo "

Como ya te habras dado cuenta, la primera derivada de la distancia (o0 desplazamiento)
respecto al tiempo “es la velocidad”, y la segunda derivada de la distancia respecto al
tiempo, corresponde a la aceleracién; esta relacién se establece de tal forma que, en
orden inverso, si se cuenta con la funcién aceleracion; la integral de la aceleracion
respecto al tiempo, corresponde a la velocidad en un instante dado; y de igual modo, la
integral de la velocidad respecto al tiempo, corresponde al desplazamiento; ahora que
has recordado estas relaciones, ya puedes resolver la situacién problema. Claramente
tendras que calcular la integral de la funcién de aceleracién para llegar a la funcién

velocidad y luego integrar la funcién velocidad, para establecer la funcién posicion.

A continuacion, se indica como se aborda esta integral a fin de que puedas replicar los
procedimientos cuando sea necesario, observaras que surge la necesidad de integrar
la funcién trigonométrica Coseno, todas las integrales trigonométricas directas se
indican en el apartado siguiente, sin embargo, de momento aqui observaras que la

integral de [ Cos vdv =Senv+ Cyque, [Senvdv=—Cosv+C, por lo tanto:
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v=fadt=—16rr3fCos47r(t—2)dt
completando la diferencial dv, se obtiene:
v=—4n?Sendn (t—2)+C

Se sabe que v =0 en t = 0, evaluando la integral indefinida bajo esta condicion, se
encuentra C = 0, por lo tanto: v = — 4 2 Sen 4m (t — 2), para determinar la posicién “y”

se procede a integrar la funcién velocidad:

y =J—4n256n4n(t—2) dt
Completando el diferencial dv, se obtiene:

y=mCos4n (t—2)+C
se sabe que d =0 en t =0, evaluando la integral indefinida bajo esta condicion, se

encuentraC =m

Por lo tanto:
y=nCos4n(t—2)— =«
lo cual, permite obtener la posicién de la masa sostenida por el resorte, para cualquier

tiempo “t” dado.

Utilizando los conocimientos obtenidos del ejemplo anterior, resuelve la siguiente
situacion problema.

2. Cuando dos especies interactian en una relacion depredador/presa, las poblaciones
de ambas especies tienden a variar en forma
sinusoidal. En un estudio, en una localidad habitada
por Coyotes, cuyo principal alimento son conejos de
campo, se registro la poblacién promedio anual de

Coyotes durante 13 afnos, el modelo

matematico sefiala que la velocidad

de reproduccién en un momento determinado estaba dada por:

N(t) = 240 2 Cos 87 (t — 1). Se sabe que en un tiempo inicial t = 1,
el numero de Coyotes era de 50, [N(1) = 50].

Determina: ¢ Cuantos Coyotes se espera que haya en el décimo afio?

J
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Ejercicios Adicionales

Calcula las siguientes integrales y verifica que los resultados sean los indicados:

a)fSenxdx=—Cosx+C

7 7
b)fgSen Sx dx = —ECOS 5x+C

1
c)fSen (7x+1)dx = —7Cos (7x+ 1) +C

30 30
d) f 90 Cos <7x + 20) dx = 21 Sen <7x + 20) +C

e)f(lZ Cosx+5Senx)dx=12Senx—5Cosx+ C

f) f 9Tg(3 +9x)dx = InSec(3+9x) +C
1
g)jTng dx = §1n5603x+C
h) f 5Ctg(5x —3)dx = InSen(5x —3) + C
1
i) f Ctg (10x — 6) dx = ElnSen (10x—-6) +C
j)f 14 Ctg (7x +21)dx =2InSen(7x + 21) + C
1
k) f x Csc(3x?) dx = glnlec 3x% — Ctg 3x?%| + C

1
) f Csc(9x) dx = §ln|Csc 9x — Ctg 9x| + C
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2.6. Integraciéon de diferenciales racionales con denominador de la forma a2 +
v2y v2-—a2

Introduccién

Una de las alternativas que existen para resolver integrales

cuando es imposible hacerlo por medio de las férmulas 4 o 5,
son precisamente las que te presentamos en este apartado.
Todas tienen en comun sumas o diferencias de cuadrados de la

forma a? + v? o v? —a?.

Actividades de Apertura

Para integrar las diferenciales trigopnométricas se emplean las formulas inmediatas:

18 f v 1 T v+C Zof—dv —arcSenE+C
) vztaz " a9, ) Vaz =2 a
dv 1 v—a dv
19 | ——==—In—o 21, | —==1 Jv? +a?
k fvz—az 2alnv+a+c J.Jvziaz n(Hyvttaf)+C

19 j dv _ 1 l a+v+C
a- a?—v2 2a na—v

Para plantear cada problema, debemos distinguir entre dos elementos importantes que
contiene cada férmula que vamos a aplicar: v se refiere a una variable y a representa
una constante absoluta o arbitraria. El resto del procedimiento es similar a la aplicacién
de las formulas anteriores en cuanto a que se debe tener la precaucion de verificar que

la expresion diferencial esté completa antes de aplicar la formula correspondiente.
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Analiza los siguientes ejemplos.

Ejemplo 1: Resuelve la integral:

j 2 dx
9x2 + 4
Nota que se trata de un caso particular de la formula de integracién nimero 18:

dv 1 v
18[m =EarchE+ C

En primer lugar, identifiquemos los elementos importantes y verifiguemos si la diferencial
esta completa:

v =3x
dv = 3dx
Observa que en este caso, la diferencial no estd completa pues vydv no se

corresponden. Es necesario, para completar la diferencial, multiplicar por 3 y luego

compensar con la operacién inversa como lo hemos realizado anteriormente:

Se compensan los

cambios aplicando la

operacion inversa que \ 2 / @
j 9x2 + 4

Completamos la

se empleo al

completar.

v = 3x integral

@ Se calcula la | v y sacamos el 2 de la

diferencial de v.

integral.

Una vez que hemos completado la diferencial, procedemos a aplicar la férmula de
integracion correspondiente:

dv 1 v
f—z —arcTg—+C
a a

v? + a?
Zf 3dx 21 T 3x+C 1 T 3x+C
3] oxz+a 329997 3395
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Comprobemos por diferenciacion:

dv

d(arctg v) = 112

3x 3dx
]:1 d(7) _1 3 4 3dx
31 /302 3 4+9x2 3(2)(4+9x2)
T"’(T) 4
_ )&dx _ 2 dx _ 2 dx
T (64 +9x2) T 44+9x2 |9x2+4

altarere> 4 c
zarclg—

Ejemplo 2: Resuelve la integral:
2 dx
5x2 —3

Nota que se trata de un caso particular de la férmula de integracion nimero 19:

19f oLl
] vZ—a?2  2a nv+a

En primer lugar, identifiquemos los elementos importantes y verifiquemos si la diferencial

estd completa:

Observa que en este caso, la diferencial no estd completa pues v y dv no se

corresponden. Es necesario para completar la diferencial multiplicar por /5 y luego

compensar con la operacién inversa.
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Se compensan los

cambios aplicando la
operacion inversa que /
se empleo al \ 1
completar. 3 \V5J 5x? -3 \ Completamos la

integral multiplicando

Se calcula la /dv / por 5
diferencial de v. | ——»

Una vez que hemos completado la diferencial, procedemos a aplicar la férmula de

integracion correspondiente:

f dv _1lv—a+C
2 —aZ 2av+a

C

1J\/§dx 1 1  +5x—+3

— =— In +
V5J) 5x2 =3 52V3 V5x++3

_ 1 ; \/gx—\/g_l_c
" 2V3V5 Bz + 3

Comprobemos por diferenciacion:

1 l\/gx—\/§+c_
2W3VE NEx4v3 |

Como aprendiste en Calculo diferencial, algunas expresiones logaritmicas pueden

descomponerse en otras equivalentes que son mas sencillas de diferenciar:

Apliquemos la propiedad:

lA—lA InB
ng=InAd-In

1
d{z\/gﬁ[ln(\/gx - \/§) - ln(\/gx + \/§)] + C}
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Aplicando la férmula de diferenciacién para logaritmos naturales:

d

d(lnv) = &
v

[d(\/—x—\/_) d(v/5x + V3) 1 V5dx V5dx
sz VBx—V3  V5x+v3 | 25y31V5x—3 ox+v3]
VSdx 1

VBdx [(5x +V3) —VBx - f]
" a3 | (V5x —V3)(Vx + V3)

dx/ 2\//7 . dx
2//3‘,[5:%—3]‘ 5x2 — 3

@@? Actividades de Desarrollo

REE fx-f VBx +3

V5dx [ V54 + V3 —V5x ++3
V53 | (|5x - V3) (W5x +v3)|

En los siguientes casos, calcula la diferencial dv e indica qué operacion debe realizarse

para completar la diferencial de cada integral:

Integral Relacién vy dv Integral completa
v? = a
] dx b= a [ [ ]dx
4x? +9 dv = 4x2+9
02 = aZ =
f 3dy v= a= [ ]f [ ]dy
16y% — 25 dy = 16y% —
v? = a’ =
2dr v = a4 = [ ]dr
VOorz + 4 dv = VIor2 + 4
o2 = aZ =
f 5dw v = a= [ ]J [ ]dw
36 — 4w? dv = 36 — 4w?
v? = a’ =
2 dx b= a4 = (] [ Jdx
V4 — 9x2 dv = V4 — 9x2
v? = a’ =
f 7 dx v = a= [ ]j dx
x2—2 dv = x? =2
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El dominio en la resolucién de este tipo de integrales, también nos permite calcular areas

bajo curvas con estas caracteristicas.

Ejemplo 1: Determina el &rea limitada por el eje x, la curva:

3
F0) =5

y las rectas: x=0,x=2

Solucion:

En la gréfica se muestra la region del area que se quiere conocer, entonces aplicamos

el Teorema Fundamental del Calculo:

fabf(x) dx = .[;2 9_3x2dx

Aplicamos la férmula 19a, y se obtiene:

2 3 1
j dx =3—=—=In
0

3+x
3—x

—1In

o 2

2 1 3+x12 1 342
= (ln

- " 3_2

3+O)
2 3—x

3—0

9 — x2 2(3) .

—1(1 |5| 1 |3|)—1(1 15| = In[1]) = ~In|5| = 0.804
—2n1 n3—2n n —Zn_.
Entonces obtenemos el area de la region, resulta ser aproximadamente a 0.804 u?
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1. Con base en los avances que obtuviste en la actividad anterior, resuelve las

siguientes integrales. Comprueba tus resultados por diferenciacion:

2) f 2dx
V4 — 9x2

bf 5dw
) 36 — 4w?

)f 2dr
Vor2 + 4
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1. Calcula las siguientes integrales y verifica que los resultados sean los indicados:

f dx
D | 357202

b) f dx
V3 + 2x2

f dx
) | 322

df dx
) 2x%2 -3

f dx
2 V2x2 -3

dx
0 |
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