DIRECCION GENERAL DE EDUCACION
TECNOLOGICA INDUSTRIAL Y DE SERVICIOS

Geometnialy,

Aprendizajes Esenciales
febrero-julio de 2021

Segunda Edicion

Manual del alumno ‘

Academia Nacional
de Matematicas

s

-///.“f%"'

e j” |
qﬁ nd pen e cia




In memoriam

(/7/61/ maestre afecla la elernidad. sole ef/)//a/(a decir c/(/‘/z(/(a/a//fa S zf/ﬂmme('a/.

1, o
C)égu/y s

En homenaje a nuestros queridos amigos

Armando Rosas Zepeda
Justino Maza Roman
Nelson Gutiérrez Valdés
Ramén Figueroa Saucedo



S

GEOMETRIA Y TRIGONOMETRIA: APRENDIZAJES ESENCIALES %/)

Indice

TG e e e 3
BN CUAATE e e 7
oY oo ] | (o TP PUPUPPPPPPPT 7
1Y F= T oo I (=T 1 o o TR 7
1YV oT o I = (=T =T o] > | 8
CaracteristiCas el CUISO ...ocoviiiiiiiii e 8
Recomendaciones para laimparticion del Curso........ccccceeeeeeie, 10
Competencias a desarrollar en el CUrSO ........ooovvviiiiiiiii i 11
e N oo 18 o o] 0 1 o I 12
B U ES € o= Tod o ] o U 13
Blogue 1 | ConcCeptos DASICOS .....uuuuiiiiiiiiiiii e e e 14
1.1 Concepto y notacién de plano, punto, recta, segmento y semirrecta............. 14
T 0o L1 o o] [ o ISP 14

ACHIVIAAAES A8 APEITUIA ....uuiiiii s 19

Actividades de DeSarrOll0...........couii i 19

ACHVIAAAES A CIBITE .eeiiie ettt e e e e e e e s e et e e e e e e e e snnreneees 20

1.2 Clasificacion de angulos y unidades de medida...........cccuvvveeeeeeeeiiiiiiiiiiieeeenn. 21
T 0o [ To o] o PO 21

ACVIdAES A APEITUIA ...ceeiiiiiiee ittt sbb e e sabeeee s 27

Actividades de DeSarroll0...........couii i 28

ACHVIAAAES A CIBITE ...eiiieieiiiee et e e e e e e e e e e nee s 31

1.2.1 Conversiones de unidades de medida anQUIAT ..........cccooiiiiiiiiiee i 32

1] (o o (U Totel 1o ] o [P PRSPPI 32

ACHIVIAAAES A8 APEILUIA ... s 34

Actividades de DeSArTOl0..........ueiiiieiiiieie e e e 35

F o (YT =T [T o Lo o 1= o = S 36

1.3 Clasificacion de TrianguloS Yy TEOrE€MAS..........uuieiiieeiiiiiiiiiiie e 37
0o [ o o] o SO 37

ACIVIdAAES A APEITUIA ....eeiiiviiieeitiiee ettt e e e e e e s snneeee s 39

Actividades de DeSarrOll0...........coiii i 41

ACHVIAAAES A CIBITE ..ottt e e e et e e e e e e e e eeeeeas 42

14 POlIgONOS e 43
1] (o o (U Tt el 1o ] o [PPSR 43

DGETI ACADEMIA NACIONAL DE MATEMATICAS Q


file:///C:/Users/omar_/Documents/Academia/Academia%20Nacional/2021/Finales/GyT/Geometría%20y%20Trigonometría%202021_Final.docx%23_Toc63341321
file:///C:/Users/omar_/Documents/Academia/Academia%20Nacional/2021/Finales/GyT/Geometría%20y%20Trigonometría%202021_Final.docx%23_Toc63341322
file:///C:/Users/omar_/Documents/Academia/Academia%20Nacional/2021/Finales/GyT/Geometría%20y%20Trigonometría%202021_Final.docx%23_Toc63341323
file:///C:/Users/omar_/Documents/Academia/Academia%20Nacional/2021/Finales/GyT/Geometría%20y%20Trigonometría%202021_Final.docx%23_Toc63341324
file:///C:/Users/omar_/Documents/Academia/Academia%20Nacional/2021/Finales/GyT/Geometría%20y%20Trigonometría%202021_Final.docx%23_Toc63341326
file:///C:/Users/omar_/Documents/Academia/Academia%20Nacional/2021/Finales/GyT/Geometría%20y%20Trigonometría%202021_Final.docx%23_Toc63341327
file:///C:/Users/omar_/Documents/Academia/Academia%20Nacional/2021/Finales/GyT/Geometría%20y%20Trigonometría%202021_Final.docx%23_Toc63341328
file:///C:/Users/omar_/Documents/Academia/Academia%20Nacional/2021/Finales/GyT/Geometría%20y%20Trigonometría%202021_Final.docx%23_Toc63341329
file:///C:/Users/omar_/Documents/Academia/Academia%20Nacional/2021/Finales/GyT/Geometría%20y%20Trigonometría%202021_Final.docx%23_Toc63341331
file:///C:/Users/omar_/Documents/Academia/Academia%20Nacional/2021/Finales/GyT/Geometría%20y%20Trigonometría%202021_Final.docx%23_Toc63341332
file:///C:/Users/omar_/Documents/Academia/Academia%20Nacional/2021/Finales/GyT/Geometría%20y%20Trigonometría%202021_Final.docx%23_Toc63341333
file:///C:/Users/omar_/Documents/Academia/Academia%20Nacional/2021/Finales/GyT/Geometría%20y%20Trigonometría%202021_Final.docx%23_Toc63341334
file:///C:/Users/omar_/Documents/Academia/Academia%20Nacional/2021/Finales/GyT/Geometría%20y%20Trigonometría%202021_Final.docx%23_Toc63341336
file:///C:/Users/omar_/Documents/Academia/Academia%20Nacional/2021/Finales/GyT/Geometría%20y%20Trigonometría%202021_Final.docx%23_Toc63341337
file:///C:/Users/omar_/Documents/Academia/Academia%20Nacional/2021/Finales/GyT/Geometría%20y%20Trigonometría%202021_Final.docx%23_Toc63341338
file:///C:/Users/omar_/Documents/Academia/Academia%20Nacional/2021/Finales/GyT/Geometría%20y%20Trigonometría%202021_Final.docx%23_Toc63341339
file:///C:/Users/omar_/Documents/Academia/Academia%20Nacional/2021/Finales/GyT/Geometría%20y%20Trigonometría%202021_Final.docx%23_Toc63341341

GEOMETRIA Y TRIGONOMETRIA: APRENDIZAJES ESENCIALES ®

ACHVIdAES A APEITUIA ....eeiiiiiiii ettt s 45
Actividades de DeSArrOll0...........euiii i 46
ACHVIdAAES U@ CIBITE ..ttt e st e e eba e e s nnnaeee s 47

1.4.1 Cuadrilateros, clasificacion y propiedades........cccccvvvieeiee i 48
1] (o o (U LTl 1o o [PPSR 48
ACHIVIAdES A8 APEITUIA .......eiveieeie e e e e e e e e e e e e e e e s s r e e e e e e s srae e e e e e e e s e anrrnnees 50
Actividades de DESAITONO..........ciiiiiiiieiiee e 51

1.4.2 Numero de diagonales, angulos interiores y exteriores en poligonos de n lados ......... 52
] (oo [N Totel o] o [PPSR 52

Yo 1Yo F=To [T o LI Y o 1T o (U= SR 55
Actividades de DeSArTOll0...........uuiiieiiiiiiiiii e 56

Yo (YT F=To [T o [ ol 1= o = SRR 63

Bloque 2 | Relaciones y funciones en el triangulo.............cccoeeeeeennne.. 67
2.1 RAzZONES tHIgONOMELIICAS .....ceeviieiiiiiie et e e e e e e e 67
2.1.1 Razones entre los lados de un triangulo rectangulo y sus denominaciones. ................ 67
] (oo (U Totel o ] o [PPSR 67
ACVIdAES A APEITUIA ....eeiiiiiiieitie ettt e s e s snneee s 73
Actividades de DeSAITOl0.........uuuiiiiiiiiiiiiiie e s e e 75
ACHVIAAAES A CIITE ..eiiieiiiieee ittt e e st e e e e e e nnbeeee s 77
Actividades de contexto 0 TranNSVEISAIES ........coiiiiiiiiiiiie e 78

EJercicios AICIONAIES .........oiiiiiiiiie et 79

2.1.2 Resolucién de tridngulos reCtANGUIOS .....coiueiiiiiiiiie e 80
1] (o o (U Totel 1o ] o [P PSPPI 80
ACVIdAES A APEITUIA ....eeiiiiiiiie ittt e e s 83
Actividades de DeSArTOl0..........ueiiiieiiiieie e e e 84
ACHIVIAAAES A CIBITE ...eiiieiiiieiee et e e e e e e e e e eee s 88
Actividades de conNtexXto 0 TraNSVEISAIES........coiiiiiiiiiiiie e 91

EJercicios AICIONAIES .........ooiiiiiiii e 95

2.1.3 Uso de las razones trigonométricas y sus inversas en la soluciéon de problemas ........ 98
1] (o o (U Totel 1o ] o [PPSR 98
ACHIVIdAAES A APEITUIA ....eieieiiiie ittt sttt e e e e e eneeas 102
Actividades de DESAITOO .........uuiiiieiiiiiiie e e e e e e e e 103
ACHIVIAAAES A CIBITE ..ot a et e e e e e e nee s 105
Actividades de contexto 0 TranSVErSAIES........cooiuuiiiiiiie i 106

2.1.4 |ldentidades basicas a partir de las razones trigonOMEtricas .......cccoccveevviiieeennieeeeennnnn, 107
1] (oo (U Totel 1o ] o [ PSRRI 107
ACHIVIdAAES @ APEITUIA ...ttt e e e e et e e e e e e e e anbenaeeas 108

Y

DGETI ACADEMIA NACIONAL DE MATEMATICAS w


file:///C:/Users/omar_/Documents/Academia/Academia%20Nacional/2021/Finales/GyT/Geometría%20y%20Trigonometría%202021_Final.docx%23_Toc63341342
file:///C:/Users/omar_/Documents/Academia/Academia%20Nacional/2021/Finales/GyT/Geometría%20y%20Trigonometría%202021_Final.docx%23_Toc63341343
file:///C:/Users/omar_/Documents/Academia/Academia%20Nacional/2021/Finales/GyT/Geometría%20y%20Trigonometría%202021_Final.docx%23_Toc63341344
file:///C:/Users/omar_/Documents/Academia/Academia%20Nacional/2021/Finales/GyT/Geometría%20y%20Trigonometría%202021_Final.docx%23_Toc63341346
file:///C:/Users/omar_/Documents/Academia/Academia%20Nacional/2021/Finales/GyT/Geometría%20y%20Trigonometría%202021_Final.docx%23_Toc63341347
file:///C:/Users/omar_/Documents/Academia/Academia%20Nacional/2021/Finales/GyT/Geometría%20y%20Trigonometría%202021_Final.docx%23_Toc63341348
file:///C:/Users/omar_/Documents/Academia/Academia%20Nacional/2021/Finales/GyT/Geometría%20y%20Trigonometría%202021_Final.docx%23_Toc63341350
file:///C:/Users/omar_/Documents/Academia/Academia%20Nacional/2021/Finales/GyT/Geometría%20y%20Trigonometría%202021_Final.docx%23_Toc63341351
file:///C:/Users/omar_/Documents/Academia/Academia%20Nacional/2021/Finales/GyT/Geometría%20y%20Trigonometría%202021_Final.docx%23_Toc63341352
file:///C:/Users/omar_/Documents/Academia/Academia%20Nacional/2021/Finales/GyT/Geometría%20y%20Trigonometría%202021_Final.docx%23_Toc63341353
file:///C:/Users/omar_/Documents/Academia/Academia%20Nacional/2021/Finales/GyT/Geometría%20y%20Trigonometría%202021_Final.docx%23_Toc63341357
file:///C:/Users/omar_/Documents/Academia/Academia%20Nacional/2021/Finales/GyT/Geometría%20y%20Trigonometría%202021_Final.docx%23_Toc63341358
file:///C:/Users/omar_/Documents/Academia/Academia%20Nacional/2021/Finales/GyT/Geometría%20y%20Trigonometría%202021_Final.docx%23_Toc63341359
file:///C:/Users/omar_/Documents/Academia/Academia%20Nacional/2021/Finales/GyT/Geometría%20y%20Trigonometría%202021_Final.docx%23_Toc63341360
file:///C:/Users/omar_/Documents/Academia/Academia%20Nacional/2021/Finales/GyT/Geometría%20y%20Trigonometría%202021_Final.docx%23_Toc63341361
file:///C:/Users/omar_/Documents/Academia/Academia%20Nacional/2021/Finales/GyT/Geometría%20y%20Trigonometría%202021_Final.docx%23_Toc63341362
file:///C:/Users/omar_/Documents/Academia/Academia%20Nacional/2021/Finales/GyT/Geometría%20y%20Trigonometría%202021_Final.docx%23_Toc63341364
file:///C:/Users/omar_/Documents/Academia/Academia%20Nacional/2021/Finales/GyT/Geometría%20y%20Trigonometría%202021_Final.docx%23_Toc63341365
file:///C:/Users/omar_/Documents/Academia/Academia%20Nacional/2021/Finales/GyT/Geometría%20y%20Trigonometría%202021_Final.docx%23_Toc63341366
file:///C:/Users/omar_/Documents/Academia/Academia%20Nacional/2021/Finales/GyT/Geometría%20y%20Trigonometría%202021_Final.docx%23_Toc63341367
file:///C:/Users/omar_/Documents/Academia/Academia%20Nacional/2021/Finales/GyT/Geometría%20y%20Trigonometría%202021_Final.docx%23_Toc63341368
file:///C:/Users/omar_/Documents/Academia/Academia%20Nacional/2021/Finales/GyT/Geometría%20y%20Trigonometría%202021_Final.docx%23_Toc63341369
file:///C:/Users/omar_/Documents/Academia/Academia%20Nacional/2021/Finales/GyT/Geometría%20y%20Trigonometría%202021_Final.docx%23_Toc63341371
file:///C:/Users/omar_/Documents/Academia/Academia%20Nacional/2021/Finales/GyT/Geometría%20y%20Trigonometría%202021_Final.docx%23_Toc63341372
file:///C:/Users/omar_/Documents/Academia/Academia%20Nacional/2021/Finales/GyT/Geometría%20y%20Trigonometría%202021_Final.docx%23_Toc63341373
file:///C:/Users/omar_/Documents/Academia/Academia%20Nacional/2021/Finales/GyT/Geometría%20y%20Trigonometría%202021_Final.docx%23_Toc63341374
file:///C:/Users/omar_/Documents/Academia/Academia%20Nacional/2021/Finales/GyT/Geometría%20y%20Trigonometría%202021_Final.docx%23_Toc63341375
file:///C:/Users/omar_/Documents/Academia/Academia%20Nacional/2021/Finales/GyT/Geometría%20y%20Trigonometría%202021_Final.docx%23_Toc63341377
file:///C:/Users/omar_/Documents/Academia/Academia%20Nacional/2021/Finales/GyT/Geometría%20y%20Trigonometría%202021_Final.docx%23_Toc63341378

GEOMETRIA Y TRIGONOMETRIA: APRENDIZAJES ESENCIALES ®

Actividades de DESAITOl0 ..........couiii i 109
ACHVIAAAES A CIBITE .ceiiiii et e e e e et e e e e e e eenbeeeeeas 110
2.2 Funciones trigonomeétricas en el circulo unitario y circulo general............ 111
1] (oo (U LTl 1o o [P PSPPSR 111
Yo 1Y/ FoTo TS o LR Y o 1= o U - SR 116
Actividades de DESAITONO ..........oiiiiiiiie it 117
ACHIVIAAAES A CIBITE .eeiiiii ettt e e e et e e e e e e e snnbeeeeeas 118
Actividades de contexto 0 TranSVErSAlES.........ooouuiiiiiiie i 118
2.3 Signos de las funciones trigonométricas en los cuadrantes del sistema de

COOrdenadas rECTANQGUIAIES ..........uuuiuiiiiiiiiii it bseennnneeee 120
T (oo (U Totel o ] o [P PRSPPI 120
ACVIdAES A APEITUIA ....eeiieiiiieiiiiee ettt et e e b e 122
Actividades de DeSArTOll0..........ueiiieiiiiiiiiie e 123
ACHVIAAAES A CIBITE ..ot e e e e e n e 124
Actividades de contexto 0 TranSVEISAIES........coovuuiiiiiiie i 125

2.3.1 Identidades pitagéricas y relaciones entre las funciones trigonométricas en el circulo
........................................................................................................................................................ 128
T (oo (U Tot el o ] o [P PSP PP 128
ACIVIdAES A APEITUIA ....ceeiiiiiieiiiiie ettt sttt e e e e 130
Actividades de DeSArTOll0..........ueuviiiiiiiiiiiie e 130
ACHIVIAAAES A CIBITE ..ottt e e e 131
Actividades de contexto 0 TranSVErSAIES ........cooiuuiiiiiiieii i 132
EjJercicios AICIONAIES .........coiiiiiiie e 134
2.4 ldentidades fuNdameENTAlES .......couniiieii e 135
2.4.1 Identidades trigonométricas y su uso para simplificar ecuaciones trigonométricas .. 135
0T [T o] [ S 135
ACHIVIAAAES A8 APEITUIA ....ueiii s 137
Actividades de DeSArTOll0..........cuuvieiiiiiiiee e e e 138
Y 1Yo = To [T o Lo o 1= = R U 139
2.5 Resolucidén de triangulos oblicudngulos .........ccoiviiiiiiiiiiie 140
P TN R =Y A o 1= =T o o L PP PRP 140
[pTi oo [ TeTo1 (o] o IFUUUTE TR 140
F e Y Lo FoTo [T o [ Y o 1T o (U - U U UPPPP PSR 141
Actividades de DeSAITOO.........uuiiiieiiiiiiie et e e e e e e e e 142
Y 1Yo =T [T o Lo o 1= o = S 149
2.5.2 LEY 08 COSBNOS .. etitiieeaieiitte et et e ettt et e e e e e a e be et e e e e e o e e b et ettt e e e e e e e ab bbb e eeaae e e e e nabreeeeaaeeeaanne 151
0T [ o o[ S 151

P

DGETI ACADEMIA NACIONAL DE MATEMATICAS Q


file:///C:/Users/omar_/Documents/Academia/Academia%20Nacional/2021/Finales/GyT/Geometría%20y%20Trigonometría%202021_Final.docx%23_Toc63341379
file:///C:/Users/omar_/Documents/Academia/Academia%20Nacional/2021/Finales/GyT/Geometría%20y%20Trigonometría%202021_Final.docx%23_Toc63341380
file:///C:/Users/omar_/Documents/Academia/Academia%20Nacional/2021/Finales/GyT/Geometría%20y%20Trigonometría%202021_Final.docx%23_Toc63341382
file:///C:/Users/omar_/Documents/Academia/Academia%20Nacional/2021/Finales/GyT/Geometría%20y%20Trigonometría%202021_Final.docx%23_Toc63341383
file:///C:/Users/omar_/Documents/Academia/Academia%20Nacional/2021/Finales/GyT/Geometría%20y%20Trigonometría%202021_Final.docx%23_Toc63341384
file:///C:/Users/omar_/Documents/Academia/Academia%20Nacional/2021/Finales/GyT/Geometría%20y%20Trigonometría%202021_Final.docx%23_Toc63341385
file:///C:/Users/omar_/Documents/Academia/Academia%20Nacional/2021/Finales/GyT/Geometría%20y%20Trigonometría%202021_Final.docx%23_Toc63341386
file:///C:/Users/omar_/Documents/Academia/Academia%20Nacional/2021/Finales/GyT/Geometría%20y%20Trigonometría%202021_Final.docx%23_Toc63341388
file:///C:/Users/omar_/Documents/Academia/Academia%20Nacional/2021/Finales/GyT/Geometría%20y%20Trigonometría%202021_Final.docx%23_Toc63341389
file:///C:/Users/omar_/Documents/Academia/Academia%20Nacional/2021/Finales/GyT/Geometría%20y%20Trigonometría%202021_Final.docx%23_Toc63341390
file:///C:/Users/omar_/Documents/Academia/Academia%20Nacional/2021/Finales/GyT/Geometría%20y%20Trigonometría%202021_Final.docx%23_Toc63341391
file:///C:/Users/omar_/Documents/Academia/Academia%20Nacional/2021/Finales/GyT/Geometría%20y%20Trigonometría%202021_Final.docx%23_Toc63341392
file:///C:/Users/omar_/Documents/Academia/Academia%20Nacional/2021/Finales/GyT/Geometría%20y%20Trigonometría%202021_Final.docx%23_Toc63341394
file:///C:/Users/omar_/Documents/Academia/Academia%20Nacional/2021/Finales/GyT/Geometría%20y%20Trigonometría%202021_Final.docx%23_Toc63341395
file:///C:/Users/omar_/Documents/Academia/Academia%20Nacional/2021/Finales/GyT/Geometría%20y%20Trigonometría%202021_Final.docx%23_Toc63341396
file:///C:/Users/omar_/Documents/Academia/Academia%20Nacional/2021/Finales/GyT/Geometría%20y%20Trigonometría%202021_Final.docx%23_Toc63341397
file:///C:/Users/omar_/Documents/Academia/Academia%20Nacional/2021/Finales/GyT/Geometría%20y%20Trigonometría%202021_Final.docx%23_Toc63341398
file:///C:/Users/omar_/Documents/Academia/Academia%20Nacional/2021/Finales/GyT/Geometría%20y%20Trigonometría%202021_Final.docx%23_Toc63341399
file:///C:/Users/omar_/Documents/Academia/Academia%20Nacional/2021/Finales/GyT/Geometría%20y%20Trigonometría%202021_Final.docx%23_Toc63341402
file:///C:/Users/omar_/Documents/Academia/Academia%20Nacional/2021/Finales/GyT/Geometría%20y%20Trigonometría%202021_Final.docx%23_Toc63341403
file:///C:/Users/omar_/Documents/Academia/Academia%20Nacional/2021/Finales/GyT/Geometría%20y%20Trigonometría%202021_Final.docx%23_Toc63341404
file:///C:/Users/omar_/Documents/Academia/Academia%20Nacional/2021/Finales/GyT/Geometría%20y%20Trigonometría%202021_Final.docx%23_Toc63341405
file:///C:/Users/omar_/Documents/Academia/Academia%20Nacional/2021/Finales/GyT/Geometría%20y%20Trigonometría%202021_Final.docx%23_Toc63341408
file:///C:/Users/omar_/Documents/Academia/Academia%20Nacional/2021/Finales/GyT/Geometría%20y%20Trigonometría%202021_Final.docx%23_Toc63341409
file:///C:/Users/omar_/Documents/Academia/Academia%20Nacional/2021/Finales/GyT/Geometría%20y%20Trigonometría%202021_Final.docx%23_Toc63341410
file:///C:/Users/omar_/Documents/Academia/Academia%20Nacional/2021/Finales/GyT/Geometría%20y%20Trigonometría%202021_Final.docx%23_Toc63341411
file:///C:/Users/omar_/Documents/Academia/Academia%20Nacional/2021/Finales/GyT/Geometría%20y%20Trigonometría%202021_Final.docx%23_Toc63341413

GEOMETRIA Y TRIGONOMETRIA: APRENDIZAJES ESENCIALES ®

ACHIVIdAES A APEITUIA ....eoeiiiiiieiiiiee ettt bbb e e e 151
ACtiVIdades dE DESAITOIO..........e et e e e e e et e e e eaaans 154
P03 (1Yo F= 0 [T [ ol =T 1 <N 156
Actividades de contexto 0 TranNSVEISAIES .........ceviiiiiiieeiiiiei e r e e e eeaaae 157
[pTi oY [TeTo1 (o] o IFUUUTTTT TR 159
ACHIVIdAES A APEITUIA ....eeiiiiiiieiiiiii ettt e e 159
P03 (1Yo F= o [T oio [ B Lt T o ] o J N 160
P03 1Yo F= o [T [ ol =T < N 161
(€ Lo ST= 1 o 1T 162
Fuentes consultadas..............ccceeiiiiiiiii 164
~q
DGETI ACADEMIA NACIONAL DE MATEMATICAS u


file:///C:/Users/omar_/Documents/Academia/Academia%20Nacional/2021/Finales/GyT/Geometría%20y%20Trigonometría%202021_Final.docx%23_Toc63341414
file:///C:/Users/omar_/Documents/Academia/Academia%20Nacional/2021/Finales/GyT/Geometría%20y%20Trigonometría%202021_Final.docx%23_Toc63341415
file:///C:/Users/omar_/Documents/Academia/Academia%20Nacional/2021/Finales/GyT/Geometría%20y%20Trigonometría%202021_Final.docx%23_Toc63341416
file:///C:/Users/omar_/Documents/Academia/Academia%20Nacional/2021/Finales/GyT/Geometría%20y%20Trigonometría%202021_Final.docx%23_Toc63341417
file:///C:/Users/omar_/Documents/Academia/Academia%20Nacional/2021/Finales/GyT/Geometría%20y%20Trigonometría%202021_Final.docx%23_Toc63341418
file:///C:/Users/omar_/Documents/Academia/Academia%20Nacional/2021/Finales/GyT/Geometría%20y%20Trigonometría%202021_Final.docx%23_Toc63341419
file:///C:/Users/omar_/Documents/Academia/Academia%20Nacional/2021/Finales/GyT/Geometría%20y%20Trigonometría%202021_Final.docx%23_Toc63341420
file:///C:/Users/omar_/Documents/Academia/Academia%20Nacional/2021/Finales/GyT/Geometría%20y%20Trigonometría%202021_Final.docx%23_Toc63341421

GEOMETRIA Y TRIGONOMETRIA: APRENDIZAJES ESENCIALES ®

Encuadre

Proposito

Desarrollar las competencias necesarias para el aprendizaje de las Matematicas en los
estudiantes de Bachillerato Tecnoldgico, en los planteles de la DGETI de la Republica Mexicana, y que
le permita lograr el perfil de egreso que exigen los nuevos tiempos, enfrentando la contingencia actual
por el SARS-CoV-2 en su permanencia en casa. Cada manual esta disefiado, principalmente, para los
alumnos con falta de recursos y/o conectividad para que puedan seguir con sus clases desde casa, asi
mismo, es muy practico para trabajar con los alumnos que si cuentan con los recursos para llevar sus
clases en linea, y como apoyo al docente titular de las asignaturas para propiciar en el alumno, ain en
la distancia, el interés de dirigir su automotivaciéon hacia el aprendizaje autodidacta de los contenidos
de los programas de estudio vigentes de las asignaturas de Matematicas de bachillerato en el plan
nacional educativo, a través de la construccién de su propio conocimiento y la aplicacion pertinente de
ellos en su contexto personal y su vida cotidiana desde una 6éptica critico-analitica del pensamiento
individual.

Marco teodrico

Los seres humanos somos capaces de conocer el mundo a través del lenguaje, del analisis
I6gico-matematico, de la representacion espacial, del pensamiento musical, del uso del cuerpo para
resolver problemas o hacer cosas, de la propia interpretacion del universo, a interrelacion con los demas
individuos y de una auto comprension de nosotros mismos. Donde los individuos se diferencian en el
nivel e intensidad de sus habilidades y en las formas en que recurre a esas mismas y se les combina
para llevar a cabo diferentes labores, para solucionar diversos problemas y progresar en distintos
ambitos.

Las personas aprenden, representan y utilizan el saber de muchos y diferentes modos, estas
diferencias desafian al sistema educativo, que hoy en dia lucha por contraponerse a las ideas erréneas
de que todo el mundo puede aprender los mismos conocimientos, las mismas disciplinas y del mismo
modo y que basta con una medida uniforme y universal para poner a prueba el aprendizaje de los
alumnos.

Los procesos de aprendizaje de las matematicas requieren de estrategias que permitan al
alumno que las competencias que son adquiridas en la escuela se sitien en un ambiente cotidiano
para relacionar, interpretar inferir y aplicar los saberes a la resolucién de problemas.

El desarrollo de habilidades, destrezas y actitudes se relaciona directamente con las
condiciones que se deben dar para lograr que los aprendizajes en el estudiante sean significativos y lo
mas funcional posible.

El proceso de evaluacion de las competencias consiste en utilizar los medios que permitan a

los alumnos reconocer si los esquemas de actuacién aprendidos le son de utilidad, a tal grado que le
sirvan para intervenir correctamente ante una situacién problematica planteada en la cotidianidad.
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Marco referencial

Al analizar los procesos de aprendizaje de las matematicas, es posible percatarse que los
alumnos han experimentado una serie de estrategias por parte de los docentes para que las
competencias las transfieran en situaciones de la vida real. Esto exige relacionar, interpretar, inferir,
interpolar, inventar, y aplicar los saberes a la resolucién de problemas, mediante la intervencién en la
realidad reflexionando y actuando sobre la accion y reaccionando con responsabilidad ante situaciones
imprevistas o contingentes.

El aprendizaje por competencias esta directamente relacionado con las condiciones que deben
darse para que los aprendizajes sean los mas significativos, situados y funcionales posibles.

La evaluacion del aprendizaje de competencias responde a la evaluacién de contenidos; pero
no toda la evaluacion esta referida a ello. Si consideramos que la evaluacion es un aspecto complejo
donde convergen diferentes dimensiones, entonces debemos considerar que estan implicados
procesos de evaluacion también complejos.

El proceso de evaluacién de las competencias consistird en utilizar los medios que permitan
reconocer si los esquemas de actuacion emprendidos por el estudiante pueden serle de utilidad para
superar situaciones reales en contextos concretos lo mas aproximados a la realidad; para evaluarla es
necesario tener datos fiables sobre el grado de aprendizaje de cada estudiante con relacién a la
competencia implicada, para ello se requiere el uso de instrumentos y medios diversos en funcién de
las caracteristicas propias de cada competencia y los distintos contextos donde ésta debe o puede
llevarse a cabo.

Dado que las competencias estan constituidas por uno o mas contenidos de aprendizaje, es
necesario identificar los indicadores de logro para cada uno de ellos, pero integrados o0 que se puedan
integrar en la competencia correspondiente y el medio para conocer el grado de su aprendizaje sera la
intervencion del estudiante ante la situacion problematica planteada. La evaluaciéon bajo el enfoque de
competencias no solo implica evaluar el resultado del aprendizaje del alumno, también el proceso de
ensefianza-aprendizaje, por lo que conlleva a que en paralelo también el facilitador va desarrollando,
aprendiendo y evaluando bajo el enfoque de competencias, su propia praxis educativa.

Caracteristicas del curso

El curso tal y como aparece en este manual, pretende abarcar los aprendizajes esenciales que
le sean Utiles al alumno del semestre correspondiente de bachillerato, en los horarios asignados por
las autoridades directivas de cada plantel a los titulares de la asignatura. La modalidad del curso es a
distancia, es decir, utilizando las herramientas digitales que le permitan al docente comunicarse en el
marco de la presente contingencia por la pandemia e interactuar con sus alumnos no teniéndolos
presentes fisicamente. No obstante, considerando que existen alumnos que no cuentan con los
recursos y/o conectividad para sus clases en linea, este manual va dirigido a ellos principalmente.

Los manuales estan estratégicamente disefiados para propiciar un aprendizaje autodidacta para
guienes no cuentan con los recursos y/o conectividad, asi como la participacién activa de quienes llevan
sus clases en la modalidad en linea, la cual implica un compromiso entre el facilitador y los alumnos
para alcanzar los objetivos del curso. Asimismo, las etapas de apertura, desarrollo y cierre, asi como
las actividades de contextualizacién y transversalidad y el tipo de ejercicios, permitira crear las
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condiciones para estimular un trabajo en el que prevalezca la intencién comprometida de cada uno de
los participantes, para analizar y extraer las caracteristicas mas relevantes de las situaciones
problematicas; discutir y encontrar formas de solucién de los problemas y elegir, entre ellas, las mas
eficaces, asi como fundamentar, en todo momento, el porqué de la estrategia de solucion.

Un escenario de este tipo pretende crear las condiciones que propician aprendizajes
significativos desde la distancia, donde lo mas importante radica en ser consciente de lo que se hace y
para qué se hace, y no solo de solucionar el problema. En esta perspectiva, el docente esta
comprometido a supervisar de manera permanente el trabajo de sus alumnos, orientar y retroalimentar
los contenidos que se requieran en plenarias, o en especial individualizacion, respetando los procesos
de discusion y los argumentos que conduzcan al entendimiento y solucion de los ejercicios, atender las
dudas individuales y propiciar, siempre, la participacion activa y comprometida de los estudiantes.
Asimismao, el titular deberd realizar las siguientes actividades:

1. Al inicio del curso, el facilitador creara grupos en la herramienta digital que
considere pertinente (Zoom, Google Meet, Classroom, WhatsApp, correo electrénico, etc.) vy
cerciorarse que esté incluida la totalidad de alumnos en sus grupos escolares correspondientes.

2. Ya creados los grupos digitales, realizar una dindmica para tratar de conocer a
sus alumnos y explicar los objetivos del curso, duracion, desarrollo, evaluacion y compromisos
gue se adquieren al asistir al mismo.

3. Podra hacer uso de la metodologia del aula inversa a través de videos que
ilustren el desarrollo de las actividades a realizar en cada sesion del curso. Dichos videos han
sido seleccionados de la plataforma Khan Academy y YouTube y seran analizados por los
alumnos el dia anterior como una actividad extra clase a la sesién correspondiente de cada uno
de los temas.

4, Apertura de sesiones. Se recomienda que la apertura se realice con el pase de
lista y la resolucion de la tarea diaria. Retroalimentando los errores identificados y aclarando
dudas.

5. Cierre de sesiones. El cierre se realizara con una pregunta y los comentarios que
de ella se deriven. Las preguntas pueden ser: ¢Qué aprendimos el dia de hoy? ¢ Cual fue el
error mas grave que cometimos y como lo resolvimos?, entre otras.

6. Asesoriay seguimiento del desempefio de alumnos en la resolucién de ejercicios
para el aprendizaje y habilidad matematica, marcando un tiempo para su realizacién individual,
al término del cual se preguntara quiénes han concluido, socializando en plenaria las soluciones.

7. Incluir en clase los Retos Transversales y las lecciones Construye T
correspondientes a la asignatura y desarrollarlos, considerando una calificacién ponderada
formativa y sumativa.

8. Considerando la situacion especial de contingencia por la pandemia del Covid
19, se podra omitir la coevaluacion y autoevaluacion de los alumnos. Al término del curso, el
docente evaluara en una escala de 0 a 10, los siguientes aspectos:

- Cumplimiento de los objetivos del curso.
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- Dominio de los contenidos.
- Cumplimiento individual de las tareas, trabajos y evaluaciones en tiempo y forma. (Salvo casos
especiales y no conectados)

9. Esta obra se hara llegar a los alumnos por los medios que dispongan en el
contexto de cada region del pais, tratando de abarcar la totalidad de la poblacién de estudiantes
de la DGETI. Para ello, en los planteles se estableceran los mecanismos para que se lleve a
cabo una interaccién favorable entre maestros y alumnos, a fin de dar seguimiento a los avances
gue tengan los jovenes y establecer los criterios de evaluacion que se consideren viables de
acuerdo con las circunstancias de cada region, en el marco de la contingencia actual.

Recomendaciones para la imparticion del curso

Este material contempla en su estructura una serie estrategias didacticas y ejercicios con un grado de
complejidad gradual ascendente, cuyo principal propésito es que los procedimientos para su resolucién
y respuestas sirvan de parametro a todos los involucrados en el proceso educativo, para emitir una
opinion basada en el andlisis de su alcance e importancia de desarrollarse siguiendo un razonamiento
|6gico-matematico.

Debido a la trascendencia académica del curso sugerimos tomar en cuenta las siguientes
recomendaciones:

1. Los ejercicios tienen un grado de complejidad ascendente, por lo que es recomendable que el
docente informe a los alumnos sobre el impacto que tiene cada habilidad en el aprovechamiento
escolar; de igual forma es pertinente que si observa en el grupo dificultades en alguna habilidad la
ejercite hasta que se domine, o en su defecto, brinde la oportunidad al estudiante de desarrollarla en
otro espacio (plataforma Khan Academy, por ejemplo), o la estrategia que el considere pertinente.

2. El docente podra grabar sus propios videos explicativos, proporcionar links de videos y textos
explicativos de los temas, tutoriales, etc. con el propdsito de que el estudiante tenga los recursos
suficientes para la adquisicion de las competencias y aclaracion de posibles dudas en los contenidos.

5. Proporcionar al alumno y si es posible a los padres de familia (grupo de Whats App), los aspectos a
considerar en la evaluaciéon y su promedio parcial y final a tiempo para que tenga oportunidad de
prepararse y regularizarse, de ser necesario.

6. Se debe tener consideracion y empatia con aquellos alumnos que no tengan el recurso de conectarse
diariamente y tratar de localizarlos con medios que estén al alcance de sus posibilidades y dandoles la
oportunidad de trabajar o regularizarse en las condiciones que le favorezcan. Como, por ejemplo,
ponerse de acuerdo en entregar tareas o evaluaciones en un punto de reunion fisica, por excepcion y
siguiendo las consideraciones de la contingencia.
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Competencias a desarrollar en el curso

COMPETENCIA

ATRIBUTOS

1. Se conoce y valora asi mismo y aborda
problemas y retos teniendo en cuenta los
objetivos que persigue.

1. Enfrentan las dificultades que se le presentany
es consciente de sus valores, fortalezas y
debilidades.

2. ldentifica sus emociones, las maneja de manera
constructiva y reconoce la necesidad de solicitar
apoyo ante una situacion gue lo rebase.

4. Escucha, interpreta y emite mensajes
pertinentes en distintos contextos,
mediante la utilizacion de medios, codigos
y herramientas apropiadas.

1. Expresa ideas y conceptos mediante
representaciones linguisticas, matematicas o
graficas.

2. Aplica distintas estrategias comunicativas
segun quienes sean sus interlocutores, el contexto
en gue se encuentra y los objetivos que persigue.

5. Desarrolla innovaciones y propone
soluciones a problemas a partir de
métodos establecidos.

1. Sigue instrucciones y procedimientos de
manera reflexiva, comprendiendo cémo cada uno
de sus pasos contribuye al alcance de un objetivo.

6. Utiliza las TIC para procesar e interpretar
informacion.

8. Participa y colabora de manera efectiva
en equipos diversos.

2. Aporta puntos de vista con apertura y considera
los de otras personas de manera reflexiva.

3. Asume una actitud constructiva, congruente con
los conocimientos y habilidades con los que
cuenta dentro de distintos grupos de trabajo.

DGETI
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Introduccién

Debido a la presente prolongacién del confinamiento social por la pandemia del SARS-CoV-2, una vez
mas las autoridades de la Secretaria de Educacién Publica de México, han optado por la apertura de
las clases a distancia en todos los niveles educativos, aprovechando los medios electrénicos actuales
para que los docentes puedan desarrollar su catedra de manera digital, teniendo comunicacion con sus
grupos de alumnos y asi poder desarrollar las estrategias pertinentes que le permitan al estudiante
alcanzar, en lo mayor posible, las competencias establecidas en los planes y programas de estudio
nacionales.

Este manual representa la segunda edicion (el primer manual fue generado de manera emergente por
la Academia Nacional de Matematicas, al iniciar la suspension de clases presenciales en el pais, en
marzo del 2020 y se enfocé en su momento en cubrir los aprendizajes esenciales del segundo y tercer
periodo parcial del semestre que quedaban pendientes, ya que el primer parcial se alcanzo a realizar
de manera presencial en las aulas). Para ésta edicion se incorporan las actividades propuestas para el
primer periodo parcial, determinados por la Academia Nacional de Matematicas, con el propoésito de
establecer los Aprendizajes Esenciales que se requieren de ésta asignatura en la formacion de los
alumnos de bachillerato de la DGETI.

Se trata de una estrategia didactica que les permitira a los estudiantes de bachillerato de este
subsistema, tanto para los que cuentan con recursos para la modalidad en linea o para los que no,
adquirir las competencias necesarias a partir de la recuperaciéon de los conocimientos previos y la
construccion de aprendizajes elementales, para continuar con su desarrollo y formacion académica a
través de la adquisicion del sentido numérico, con el cual pueda transitar eficientemente hacia el manejo
y comprensiéon de la abstraccién que da el conocimiento légico-matematico. La construccion del
conocimiento debera ser individual y colaborativa, donde todos los estudiantes tengan la oportunidad
de adquirir los mismos conocimientos, segun su propia percepcién de la realidad.

El curso consta de tres periodos parciales, donde el alumno, guiado por el docente titular, debera
participar activa y dinamicamente en la construccion de sus aprendizajes y la soluciéon de problemas
en cada asignatura, en el marco de un ambiente digital y a distancia, debido a la imposibilidad de
realizarse presencialmente por el riesgo de contagios presente en esta época de pandemia que nos
toco vivir.

El manual esta estructurado en secciones que incluyen actividades de apertura, desarrollo y cierre
como estrategias sistematicas que le permitan al estudiante construir su conocimiento personal,
aduefiandose del manejo de las herramientas esenciales que le seran utiles en la adquisicion de
conocimientos formales posteriores y llegar a alcanzar su formacion profesional y poder intervenir en
los cambios que la sociedad actual le demande.

iSomos orgullosamente DGETI!
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Justificacion

Si bien es cierto, las dificultades de comprensién y habilidades en mateméaticas no se generan en el
bachillerato, pero si se reflejan en el aprovechamiento de los alumnos en este nivel y por consecuencia
en la educacion superior, por lo que se hace necesario emprender acciones dirigidas a subsanar dichas
inconsistencias. Estamos convencidos que los jovenes de nuevo ingreso al nivel medio superior
mejorardn con la practica su capacidad de observacion, globalizacion, jerarquizacion, regulacién de su
propia comprension, y por consecuencia, sus competencias matematicas, cuya utlidad se vera
reflejada, no so6lo en el contexto académico, sino en cualquier ambito de su vida cotidiana. Para los
estudiantes que ingresan al bachillerato, es importante que inicien con una recapitulacion de sus
estudios basicos, porque el conocimiento de los nimeros es una herramienta indispensable para
comprender los procesos y fendmenos sociales y naturales, ademas es el fundamento para iniciar con
los procesos de abstraccidén que requiere el algebra, la geometria y el célculo.

P
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Bloque 1 | Conceptos basicos

1.1 Concepto y notacion de plano, punto, recta, segmento y semirrecta

Introduccion

Los conceptos que son la base del campo de estudio de la Geometria son: Punto, recta y plano.

Estos conceptos no son definibles puesto que en su definicidn se requiere de conceptos mas generales,

por lo que solo se explican para aclarar la idea que pretenden expresar.

Punto

El punto en Geometria se utiliza para indicar posicion. La representaciéon del punto es una
pequefia marca circular que se debe entender que no tiene dimensiones, es decir, no se puede medir.
Para identificar o denotar un punto se emplean letras mayusculas. La siguiente figura muestra tres

puntos A, My P.

Recta

Una recta es un conjunto sucesivo de puntos que se extienden infinitamente en ambos sentidos,
tiene una sola dimensién (longitud).

Para nombrar o denotar una recta se utilizan dos puntos cualesquiera que pertenezcan a ella

con una flecha de doble punta sobre ellos o bien una letra miniscula, como se muestra a continuacion:

En laimagen encontramos la recta AB (obsérvese que se dibuja una linea arriba de las letras) que pasa

por los puntos Ay B. La recta de la figura también esta identificada como la rectarr.

L o o >

A
B ~q
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Todos los objetos del mundo real los podemos concebir, usando la
capacidad de abstraccion, como formados por objetos geométricos; aunque
estrictamente hablando, no existen los objetos geométricos en el mundo real. Las
formas las podemos hacer reales si las despojamos de las caracteristicas que no
son importantes para su estudio. Mediante la abstraccion, podemos equiparar una
carretera con una recta o parte de esta, aunque sabemos que no solo tiene

longitud, un pizarrén con una porcién de un plano, aunque no sea perfectamente

liso y asi sucesivamente. Ejemplos:

Debido a que no tiene bordes la ventana podemos ejemplificarla como una

linea recta

Particion de una recta.

Si sobre una recta se denota la porcion comprendida entre dos de sus puntos, incluyendo dichos

puntos, llamamos segmento a dicha porcién.

DGETI ACADEMIA NACIONAL DE MATEMATICAS 15
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Si consideramos un punto que divide a cualquier recta entonces esta se divide en dos porciones 0
partes. La porcion que contiene al punto de division se le denomina rayo mientras que la parte que no

contiene al punto, se llama semirrecta.

La notacién del rayo y semirrecta se representan asi:

@ o >

C D Se observa el rayo CD

o > PO lee semirrecta PQ
P Q

Nota que el punto P estéa vacio, es decir, no pertenece a la semirrecta.

Segmento de recta
Si sobre una recta se escribe los puntos Ay B, se llama segmento al conjunto de puntos formado por
todos los puntos entre A y B incluyendo los puntos A y B (nétese el guion que se le debe de poner
arriba de las letras mayusculas).

El segmento de recta anterior se denota AB. La siguiente figura muestra el segmento de AB .

Ejemplo:

Las durmientes de madera de la via ilustran segmentos de rectas.
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Plano
Si una recta se traslada en una direccién distinta a la que se extiende, en ambos sentidos,
barrera una superficie, dicha superficie se conoce como Plano. Un plano tiene dos dimensiones de
longitud. Un plano en matematicas se imagina como una extension ilimitada, ejemplo: Una mesa de
vidrio o la cubierta de un escritorio dan la idea de un plano, o0 mas correctamente, porciones de un
plano. Un plano se representa geométricamente por una figura de cuatro lados y una letra mayuscula.
La siguiente figura representa al plano P. También se puede nombrar utilizando 3 puntos que

pertenezcan al plano. Por ejemplo, Plano ABC.

Ejemplos:

En un pizarron se puede considerar el area verde como parte de

un plano.

En la mesa de billar al espacio en morado es otro ejemplo de parte de

un plano.

Todos los objetos geométricos se pueden considerar compuestos de puntos, rectas y planos.
Por ejemplo, los angulos estan formados por rayos, los cuales son, como ya sabes, porciones de rectas

gue quedan en un mismo plano.

~1
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Un angulo es la abertura comprendida entre dos rayos que tienen un origen comun. El punto de origen

se conoce como Vértice del angulo y los rayos son sus lados.

(_\O

Angulo

Vértice

Notacién de angulos

Lado

Para representar que es un angulo ocupamos el simbolo 2$.

Por una letra mayuscula (indica el vértice)

Con un namero (indica el vértice)

Empleando tes letras, nétese que la de en
medio es el vértice

A

A

AA

41, también se pueden usar letras

griegas en lugar de niumeros.

£A0B

Ejemplos de angulos

DGETI
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©@

Contesta si las siguientes proposiciones son falsas F o verdaderas V, colocando la letra que
corresponda en el paréntesis.
1. Larecta esta formada por un nimero finito de puntos.
La magnitud de un angulo depende de la longitud de sus lados.
Un rayo y una semirrecta son el mismo objeto geométrico.
Un segmento tiene mayor longitud que un rayo.
Por dos puntos solo se puede trazar una recta.
La recta y el plano estan formados por puntos.
Por tres puntos cualesquiera, solo puede trazarse un plano.

Por cuatro puntos cualesquiera solo puede trazarse un plano.

© ® N o gk wD

Si dos rectas se cruzan, forman 2 angulos.

AN AN AN AN AN A A A AN
Nt N N N N N N N N N

10. La interseccién de dos planos es un punto.

P>

1. Elabora un diagrama de la fachada de tu casa y localiza y nombra lo siguiente.
a) Tres puntos que sean a su vez vértices de un angulo.
b) Dos puntos que sean los extremos de un segmento.
c) Tres segmentos.
d) Un plano.
e) Dos rayos.

2. Considera una caja de zapatos tradicional y dibujala. En dicho dibujo denota o nombra lo siguiente:
a) Dos planos
b) Cuatro angulos.
c) Dos semirrectas.
d) 4 segmentos.
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1. En la siguiente figura se denotan puntos evidentes. Utilice estos puntos para identificar lo
siguiente:

a) Un segmento de recta

b) Tres rectas. , :

¢) Un plano.

d) 5 angulos. , , , ,

e

D c\

A

A J

A

\ 4

2. Dibuja la mesa de tu casa, denota los puntos evidentes y nombra los siguientes elementos u
objetos geométricos.
a) Tres planos.
b) Dos rectas de planos distintos.
c) Dos angulos de un plano y dos de otro.
d) Dos rayos.
e) Dos semirrectas.
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1.2 Clasificacion de angulos y unidades de medida

)

Los diferentes tipos de angulos se distinguen de acuerdo con su medida. A continuacién, los

enumeraremos.

Angulo convexo. Es todo angulo cuya medida es mayor a 0° y menor a 180°

En esta categoria estan los angulos:

Agudos: Son aquellos cuya medida estd comprendida entre 0 y 90 grados.

Recto: miden 90°

Obtusos: Miden entre 90 y 180 grados.

DGETI ACADEMIA NACIONAL DE MATEMATICAS @



GEOMETRIA Y TRIGONOMETRIA: APRENDIZAJES ESENCIALES ®

Llano: si su medida es 180°

a
. £ .

Cdncavo: su magnitud es mayor a 180° y menor a 360°

a

Angulo perigono o perigonal: Mide 360°.

En muchas situaciones es util definir relaciones entre dos angulos para clasificarlos. Estan son
algunas clases que debes conocer para que te sea mas facil resolver problemas que involucran
angulos.

Angulos complementarios: son dos angulos cuya suma es igual a 90°

B

R < CQR+< RQB = 90°
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Angulos suplementarios: son dos angulos cuya suma es 180°

R

< CQR+< RQB = 180°

B C

@ O

Q

Angulos conjugados: dos angulos cuya suma es 360°

Q C

R <CQR+< RQC = 360°

Angulos formados entre dos paralelas cortadas por una transversal
Dos rectas son paralelas si al prolongarse nunca se cruzan. Si dos rectas se cruzan y forman angulos

rectos, es decir, de 90° entonces decimos que son perpendiculares. Cualquier recta que cruce o corte
a dos 0 mas rectas paralelas es una transversal.

Sean las rectas AB || CD y la transversal EF

Se puede apreciar que se forman 8 angulos que guardan en parejas de angulos ciertas particularidades

en cuanto a su cémo, a continuacion, se analiza:

P
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Angulos alternos internos: estan ubicados
dentro de las rectas paralelas no adyacentes
colocados en ambos lados de la secante. Son

alternos internos los angulos 3y 5; 4y 6. Son

° de igual magnitud entre ellos.

Angulos alternos externos: estan ubicados
fuera de las rectas paralelas no adyacentes
colocados en ambos lados de la transversal.

Son alternos externos los  &ngulos
F 2y8; 1y 7. Son de igual magnitud entre

ellos.

Colaterales internos: Ubicados internos a las paralelas, no adyacentes, ubicados del mismo lado de
la transversal. 3y 6; 4y 5. Son suplementarios.
(43 + 26 = 180°; 24 + £5 = 180°)

Colaterales externos: Ubicados externos a las paralelas, no adyacentes, ubicados del mismo lado de
la transversal. 22y 2£7; £1 y £8. Son suplementarios.
(€ 2+< 7 =180% < 1+< 8 =180°)

Correspondientes: Ubicados del mismo lado de la transversal no son adyacentes uno interno y el otro

externo. Los angulos 22y £6; 23y 27 ; 21y 25, 24y +£8. Son de igual magnitud.

Opuestos por el vértice: Tienen un vértice comun y los lados de uno son la prolongacion de los lados
del otro. Tienen la misma magnitud o medida. Las parejas de angulos 1y 3,2y 4,5y 7, 6y 8 son

opuestos por el vértice.

£

-
e
]
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Sistemas de Medicion de angulos

Existen tres sistemas para medicién de angulos.
1. Sistema sexagesimal: se caracteriza porque su sistema de medida
se basa en el 60, de ahi su nombre de sexagesimal. Este sistema se

utiliza también para medir tiempo.

(1h= 60minutos; 1 minuto = 60 segundos) y para medir angulos

(1°=60"; 1'=60"). _ Y

La unidad de medida de angulos en este sistema es el grado sexagesimal, el cual se define
como 1/360 parte de una circunferencia. Es decir, si una circunferencia se divide en 360 partes,
iniciando en su centro, cada porcién forma un angulo central (vértice en el centro de la circunferencia)

gue mide un grado sexagesimal.

2. Sistema circular: la unidad de medida es el radian, que es la abertura comprendida entre dos
radios que cortan un arco de circunferencia de igual magnitud, es decir, el arco mide lo mismo

gue el radio.

d = radian

=
I

—
=l
1]

h
=

3. Sistema centesimal: Este sistema considera que la circunferencia esta dividida en 400 partes

iguales, en lugar de las 360 que establece el sistema sexagesimal. Es poco usado en general.

P
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Equivalencia entre los sistemas de medida angular.

De los conocimientos previos se sabe que la circunferencia mide 21T veces el radio, entonces
en una vuelta completa de una circunferencia se forman 2(3.1416) = 6.2832 radios es lo que mide el
perimetro de la circunferencia. Este valor es al mismo tiempo el nimero de radianes que caben en la

circunferencia.

radian

Entonces, en una circunferencia se tienen 360 arcos que miden un grado sexagesimal cada uno y 21
radianes. Por tanto,

360°= 2w radianes

360° = 2rr radianes si dividimos ambos miembros entre 2 queda:
180° = mrad.

., , . . 180° 180°
Entonces, un radian ser& equivalente a aproximadamente — T 3ia1e

= 57.3°

En cambio, la equivalencia entre el sistema circular y el centesimal es:

400 grados centesimales= 2r radianes

De donde: 200 grados centesimales = mrad.

2009 _ 2999 _g3 66 g, donde la g denota grados centesimales.

Un radian =
3.1416
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1. Con relacién a la figura nombre lo siguiente:

a) Dos angulos rectos.

b) Dos angulos agudos. P Q
¢) Dos angulos suplementarios.
d) Dos angulos complementarios
e) Dos rectas paralelas.

f) Dos rectas perpendiculares

g) Una recta transversal. S R

2. Observa la figura y determine lo que se pide.

a) Tres angulos agudos.

b) dos angulos obtusos. F C

c¢) dos angulos suplementarios 4 IC

d) un angulo recto. B D

e) dos angulos opuestos por el vértice. a g

f) Dos angulos complementarios. . o - f - - :

g) Dos angulos alternos internos.
h) dos pares de angulos correspondientes.
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@E}‘ Actividades de Desarrollo

1. Analiza los siguientes ejemplos de aplicacion de los temas anteriormente desarrollados.

a) Encuentra el complemento y suplemento del angulo 34°

Si x es el angulo complementario de 34°, entonces x+34°=90°, por lo tanto: x=90°- 34°= 56°.

De la misma manera, si x es el &ngulo suplementario de 34°, entonces x+34°=180°, por lo tanto: x=180°-
34°=146°.

b) Encuentra el complemento y suplemento de 68°25
Para restar grados de una medida que tiene grados y minutos se requiere expresar la medida de

90°=89°60 descomponiendo un grado en minutos.
Si ademas el angulo tiene segundos, 90°=89° 59 60” descomponiendo ademas un minuto en segundos.
Lo anterior es necesario pues no se pueden restar minutos de grados, como no se pueden restar

cantidades de distinto tipo.

Complemento de 68° 25" = 89° 60 - 68° 25" = 21° 35

Suplemento de 68°25"= 180° - 68° 25" = 179° 60 - 68° 25" = 111° 35

P
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¢) Encuentra el valor de @

%433“

Los angulos son correspondientes
por lo que son congruentes, deben
medir lo mismo.

6 =44.33°

d) Encuentra el valor del &ngulo indicado

p =60.37°

Por ser angulos colaterales
externos los angulos son
suplementarios:
n =180°-60.37°
n=119.63°

=3

e) Encuentra el valor del angulo faltante

130°

Los angulos son alternos externos
los angulos son iguales
B =130°
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2. Ahorareafirma tu aprendizaje realizando los siguientes ejercicios.

a) Encuentra el complemento de 18° 25°

b) Encuentra el suplemento de 105°36"

c¢) Determina el complemento de 89°

d) Determina el suplemento de 61° 48" 24"

e) De las siguientes figuras determina el valor del angulo indicado

126° 42'/

47°19°

126°18°
c) /
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Actividades de cierre

1. Observa la figura mostrada y determina lo que se te solicita en cada uno de los incisos.

)

K)

®

M

Menciona tres vértices.

Nombra tres &ngulos agudos.

Nombra tres angulos obtusos.

Nombra tres angulos rectos.

Nombra dos angulos alternos internos.

Nombra dos pares de angulos opuestos por el vértice.

Si 4 KCJ mide 130°, ¢ cuanto mide el £ FCK?

Si £ KCJ mide 130° y BC es perpendicular a KC, ¢.cuanto mide el 4 BCF?

Considere que el cuadrilatero ABDE es rectangulo, £ IC] = 20° 40°, ¢cudl es la medida de
4 DNE?

Define el perimetro del cuadrilatero ABDE como la suma de los segmentos que forman sus
lados.

Siel 4 BCD esrectoy 4 BCF es 2° 30" menor que £ DCJ, ¢cuanto mide el £ CBD?

Si el £ MBC mide dos y media veces mas que A CBD , ¢cuanto mide cada uno de esos

angulos?

P
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1.2.1 Conversiones de unidades de medida angular

Introduccion

Siempre que se trata de medir magnitudes puede suceder que tengamos instrumentos de

medida que manejan ciertas unidades y la medida se requiera que este en otras. Por ejemplo, una
longitud la necesitas tener en centimetros, pero tu cinta de medir esta graduada en pulgadas o requieres
un angulo medido en radianes y tu transportador esta graduado en grados. En estos casos necesitas
hacer conversiones de unas unidades de medida a otras, para una magnitud dada.

Anteriormente dimos a conocer los sistemas de unidades para medir angulos y las equivalencias
necesarias para realizar las conversiones.

Las equivalencias utiles son:

mradianes = 180°y 1 rad = 57.2956°.

Como el sistema centesimal a caido en desuso, no lo trataremos aqui y cuando expresemos una
medida en grados, se entendera que son grados sexagesimales.

Siempre que se realizan conversiones, la cantidad a convertir se debe multiplicar por el factor
de conversion que se forma con la equivalencia. Dicho factor de conversion es una fraccion que se
forma de tal manera que se cancelen las unidades que tiene el valor a convertir y queden las nuevas

unidades. También puedes emplear una regla de tres simple.

Ejemplo 1. Convierte 20° a radianes.
Equivalencia:
180° = & rad.

. . . unidad a encontrar
Regla para desarrollar en la equivalencia: (valor a convertir) ( , )
unidad a cancelar

(20°) (”12‘;‘3' ) = (0.1111)(3.1416 rad.) = 0.349 radianes.
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Ejemplo 2. Transforma 110° 25" a radianes.
Para hacer la conversion no debemos tener unidades compuestas para el valor del angulo,

por lo que debemos convertir los minutos a la fraccion de grado equivalente. Para ello dividimos
25’entre 60; % = 0.417 este valor se le suman los grados y queda: 110.417°. una vez que el &ngulo ha
sido transformado a grados hacemos su equivalencia a radianes, siguiendo la regla indicada

nrad.
180°

3.1416 rad
180°

(110.417°)( ) = (110.4170)( ) =1.927 rad.

Ejemplo 3. Convierte 2.6 radianes a grados sexagesimales.

(valor a convertrir) (unidad 2 encontmr) = (2.6 rad) ( 1800) = ( 468 ) = 148.969°

unidad a cancelar nrad 3.1416

También puedes utilizar la equivalencia 1 rad = 57.2956°.

. unidad a encontrar 57.2956°
(valor a convertir) ( : ) = (2.6 rad) ( ) = 148.969°
unidad a cancelar 1rad

En el sistema sexagesimal se requiere expresar las fracciones de grado (decimales) en minutos y

segundos de la siguiente manera:

Se multiplican las milésimas de grado por 60.
(.969) (60) = 58.1416 esto equivale a 58 minutos 1416 diezmilésimas de minuto, ahora las

diezmilésimas de minuto se cambian a segundos multiplicando por 60

(.1416) (60) = 8.496=, finalmente el angulo 148.969° = 148° 58" 8.496""

Ejemplo 4. Convertirg radianes a grados.

Cuando un &ngulo medido en radianes se expresa en funcién de m, es conveniente usar siempre

la equivalencia 180°= & radianes.

= 60°

unidad a encontrar) __mrad ( 180° )_180"

(valor a convertir) ( 3 3

unidad a cancelar T rad

P
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©®

1. Cambia 89° a radianes

2. Transforma 175°39 a radianes

3. Cambia a grados sexagesimales
a) 5radianes
b) 0.57 radianes
c¢) 1l1l.5radianes
d) 6.2832 radianes.

4. Convierte las siguientes medidas de angulos a grados.

. 3 . 5 .
a) 5 radianes. b) e radianes. c) 57 radianes

3 . 9 .
d) 37 radianes e) i radianes.
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&P

1. Calcular el valor del angulo complementario, suplementario y conjugado de cada angulo dado
en caso de tenerlos, expresar las medidas en radianes.
a) %" radianes.
b) 60°
c) 120°
d) 4.5 radianes.
e) 50°35724”
f) 320°

5 .
Q) 37 radianes

2. Calcular el valor de las siguientes sumas de angulos. Nota: Si la medida se expresa con un
ndmero sin unidades, es una medida en radianes.

a) 40° 20" + 2 radianes + 1—127r radianes

b) 120° +3m +200°

C) 42+2m+2
5 3 2
d) §7T+ ZT[-I_ ET[
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Convierte los siguientes angulos a lo que se solicite:

1. Expresa la medida del angulo a a radianes: 2. Expresa la medida del angulo a a radianes:
a= a=
/
4
/ i
! /
1 a=44°
//
—-—/
0 /'/ 3 4 5 6
-1 /
3. Expresa la medida del angulo a a radianes: 4. Expresa la medida del angulo a a radianes:
a= a=
\ 1
0.
0.8 ‘
4
04 . ,"
V.0
K
0.2 04 i
. . 4
L F'S "
__Uh.... 'p
02 o| 02 “taaeol  AQ =700
-0.2 02 04 06+08~.1 12
- _0.2 n.n " .1..‘.-..
—J.£ K
&
0.4 0.4 gt
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1.3 Clasificacion de Triangulos y Teoremas

Introduccion

Un tridngulo es un Poligono, o sea una figura formada por tres lados, tres vértices y tres angulos. Los

triangulos se clasifican segun sus lados y segun sus angulos:

Segun sus lados, los triangulos se clasifican en equilateros, isdsceles y escalenos.
¢ Un tridngulo equilatero tiene los tres lados congruentes, es decir, de la misma medida.
e Los triangulos Isésceles, tienen solo dos lados iguales.

e Los Tridngulos Escalenos tienen las medidas de sus tres lados distintas.

Triangulo equilatero Triangulo isosceles Triangulo escaleno

Segun sus Angulos los triangulos pueden ser Rectangulos, acutangulos y obtusangulos.

El TriAngulo Rectangulo, tiene un angulo recto, es decir, que mide 90°.
e Tridngulo Acutangulo, tiene sus tres angulos agudos, es decir, que cada uno
mide menos de 90°,

e Triangulo Obtusangulo, cuando tiene un angulo obtuso, o sea, que este mide
mas de 90° y los otros dos son agudos.
e Los triangulos que no son rectangulos se les denomina oblicuangulos. Los acutangulos y

obtusangulos, son también oblicuangulos.

o
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Triangulo rectangulo Triangulo acutangulo Triangulo obtusangulo

Teoremas sobre triangulos.
Un teorema posee dos elementos en su estructura: hipétesis, que es la que contiene los datos, y la
tesis que es lo que se busca demostrar. Con esto, los teoremas se pueden definir como aseveraciones
de una hipoétesis 0 supuesto, en las que se afirman las tesis para someterse a ser demostradas. A
continuacion, se enlistaran algunos teoremas sobre los triangulos:

1. La suma de los angulos internos de un tridngulo es 180°

2. La suma de los angulos externos de un triangulo es 360°

3. La medida de un angulo exterior es igual a la suma de los dos angulos interiores no

adyacentes que lo conforman

4. La suma de dos lados es mayor que el tercero

5. El angulo mayor es opuesto al lado mayor y al angulo menor se opone el lado menor
A los anteriores se debe agregar el famoso Teorema de Pitagoras, el cual establece que, en cualquier
triangulo rectangulo, el cuadrado de la longitud de la hipotenusa es igual a la suma de los cuadrados

de las longitudes de los catetos.

P
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@

1. Completa la siguiente tabla que hace referencia a la clasificacion de tridngulos, contestando

correctamente.

Clasificacién de los Triangulos

Segun sus lados Segun sus angulos

Nombre

Caracteristicas

Dibujo

2. Considere el triangulo ABC y conteste lo siguiente:

a) ¢Qué tipo de tridngulo es, de acuerdo con la medida
de sus lados?

b) ¢Qué tipo de triangulo es, de acuerdo con la medida
de sus angulos?

c) ¢Cudllado es el mayor? d

d) ¢Cual es el lado menor? a
e) ¢Cual seria el orden de los angulos de menor a

mayor medida?
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3. Considere el triangulo DEF y conteste lo siguiente:

a) ¢Qué tipo de triangulo es, de acuerdo con la medida de sus lados?

b) ¢Qué tipo de triangulo es, de acuerdo con la medida de sus angulos?

c) ¢Cuédl lado es el mayor?

d) ¢Cual es el lado menor?

e) ¢Cual seria el orden de los angulos interiores de mayor a menor medida?

f)  Site dicen que las medidas de los angulos interiores son: 4D = 15°,4F = 15°,4DEF = 140°,
estarias de acuerdo? ¢ Porqué?

g) Si4aD =15°4F = 12° 4DEF = 153°, ¢cuanto mide el ADEH?

h) Sise cumplen las condiciones de arriba, ¢, cuanto mide £DFI?

Y
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@@} Actividades de Desarrollo

1. Dibuja un tridngulo en el cual los angulos interiores tengan su medida en la razén 1:2:3. (Esto
significa que considerando la medida total se dividird en 6 partes. Una parte le toca a uno de los
angulos, dos partes a otro y tres partes al otro).

a) ¢ Qué tipo de triangulo sera?
b) ¢Cudles son las medidas de los tres angulos interiores?
c) ¢ Cuales son las medidas de los tres angulos interiores en radianes?

d) ¢Cuales son las medidas de los tres angulos exteriores?

2. En la figura , £JCI =18°el triangulo DEN es rectangulo y las rectas KC y BC son
perpendiculares. Calcule:
a) La medida del £ LDN.
b) La medida del £ CBM. o
¢) La medida del £ BCD.

d) La medida de los angulos interiores del M

triangulo DEN.
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Actividades de cierre

1. El siguiente es un ejemplo practico visual con el que se puede demostrar el Teorema que dice "que

la suma de los angulos interiores de un triangulo cualquiera es igual a 180°"; se utiliza el transportador

para hacer las medidas y verificarlas visualmente.

Actividad: Dibuja en una hoja en limpio un triAngulo como se muestra en la figura con las dimensiones

sefaladas y comprueba este Teorema.

Se puede observar que la suma de los cuatro angulos alrededor del vértice suma 360°, esto es lo que
mide una Circunferencia en el sistema Sexagesimal, asi también se ve que, si se suman dos angulos

consecutivos, resultal80°, esto es lo que mide un angulo Llano.

Y
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1.4 Poligonos
Introduccion

En nuestro entorno hay una cantidad de formas poligonales, paredes de casas, vista

frontal de edificios, esculturas, entre otras, tuercas, tornillos, etc.

El triangulo es la figura con menor numeros de lados del poligono. Como punto de

partida es importante establecer la definicion siguiente:

Los poligonos y la
circunferencia son
Gtiles en el disefio
de diferentes tipos
de construcciones.

Poligono es la figura geométrica de un plano que esta establecida por lineas rectas. Se trata de un
fragmento plano que esta formado por segmentos consecutivos sin alineacion, que reciben el nombre

de lados. Los elementos de un poligono:

Contorno del poligono: es la linea poligonal que lo limita.
Lados del poligono: segmentos rectilineos que forman el contorno.
Vértices del poligono: puntos donde se unen dos lados consecutivos del poligono.

Angulos interiores del poligono: formados por cada dos lados consecutivos.

(o,

Diagonal del poligono: segmento que une dos vértices que no son consecutivos.

Las caracteristicas mas importantes que permiten distinguir a un poligono de otro son, ademas del
namero de lados o segmentos que lo forman, la longitud de cada uno de estos y la medida de sus
respectivos angulos, internos. Considerando estos criterios, los poligonos se clasifican de la siguiente
forma:

Y
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De acuerdo con la
medida de sus lados
y angulos

Clasificacion

de poligonos

De acuerdo con la
medida de sus
angulos

Para nombrar a los poligonos de tres o cuatro lados se le llama triangulo y cuadrilatero; para los
poligonos de méas de cuatro lados y menores de 20, se utiliza el prefijo que indica el nimero de lados
(penta, hexa, hepta, etc..) y el sufijo gono que significa &ngulo A continuacion, los nombres de algunos

poligonos:
Poligono Lados Vértices | Angulos
Triangulos f 3 3 3
Cuadrilatero 4 4 4
Pentdgono 5 5 5
Hexagono 6 6 6
Heptagono 7 7 7
Octagono 8 8 8

Eneagono o nonagono

Decagono 10 10 10
Undecagono 11 11 11
Dodecéagono 12 12 12

Olo|o|ojojo 0
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Los poligonos regulares se pueden trazar utilizando una circunferencia y surgen dos tipos de poligonos
regulares:
Poligono inscrito: Un Poligono inscrito es el poligono que tiene sus vértices en una

circunferencia.

Poligono circunscrito: Un Poligono circunscrito es aquel en el que sus lados son tangentes

en una circunferencia.

Como podras observar, el trazo del poligono esta relacionado con la circunferencia, en el sentido de
que el centro del poligono coincide con el centro de la circunferencia. Para dibujar un poligono se debe
trazar una circunferencia, cuyo radio determina cada uno de los vértices del poligono al centro o a la
distancia del punto medio de uno del segmento del poligono al centro de dicha circunferencia segun
sea el caso.

Actividades de Apertura

1. Investiga el trazo de un poligono inscrito y el de uno circunscrito. Y crea un mapa conceptual

enseguida:

2. Investiga el trazo de un poligono inscrito y el de uno circunscrito y traza en tu cuaderno

poligonos inscritos y circunscrito de 3,4,5, y 6 lados en la circunferencia de radio 5 cm.

P
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1. Dibuja poligonos de 3,4,5,6,7 y 8 lados y en ellos traza todos los triangulos posibles sin que se
traslapen (encimen). Encuentra una féormula que relacione el nimero de triAngulos con el

numero de lados.

2. Enlos poligonos dados en el punto 1, traza las diagonales de un vértice a los otros y determina

una férmula para calcular el nimero de diagonales que se pueden trazar de un solo vértice.

3. Realiza lo mismo que en el apartado anterior, pero ahora traza el total de diagonales que se
pueden trazar desde todos los vértices. Determina una expresion para el numero total de
diagonales que se pueden trazar de todos los vértices del poligono.
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1. Considerando una circunferencia de radio 8, trace un octdgono regular inscrito y uno
circunscrito. Determina la medida de los angulos interiores en base al nimero de triangulos que

se pueden trazar dentro del poligono, sin que se encimen.

2. Traza un pentagono y marca en €l un angulo interno, uno externo y el total de diagonales que

se pueden trazar.
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1.4.1 Cuadrilateros, clasificacion y propiedades

0

Los cuadrilateros son poligonos de cuatro lados y la suma de sus angulos interiores es igual a 360°.

Los cuadrilateros tienen tres clasificaciones principales: paralelogramos, trapecios y trapezoides.

Clasificacion de
cuadrilateros

Paralelogramos No paralelogramos
| l

Paralelogramos

Un paralelogramo es un cuadrilatero que posee los lados paralelos dos a dos. Sus
propiedades son:

¢ Lados opuestos son iguales

e Angulos opuestos iguales y los consecutivos suplementarios

o Diagonales se cortan en su punto medio
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Los paralelogramos son:
e Rectangulo: posee angulos rectos y sus diagonales son iguales
¢ Rombo: posee lados iguales y diagonales perpendiculares
e Cuadrado: paralelogramo que es rectangulo y rombo a la vez. Posee lados iguales y &ngulos

rectos. Posee diagonales iguales (como rectangulo) y perpendiculares (como rombo)

Rectangulo Rombo Cuadrado

No paralelogramos
Son cuadrilateros con lados opuestos no paralelos. Tenemos dos tipos:

e Trapecio: cuadrilatero con dos lados paralelos y los otros dos no paralelos. Sus lados paralelos
se denominan base mayor (B) y base menor (b). La distancia entre los lados paralelos se llama
altura. Estos se subdividen en dos:

o Trapecio Isésceles: cuando los lados no paralelos son iguales.
o Trapecio rectangulo: cuando tiene dos angulos rectos.

e Trapezoide: cuadrilatero que no tiene lados paralelos.

Trapecio Trapezoide
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1. Contesta las siguientes preguntas

¢, Cuales son los elementos de un cuadrilatero?

¢, Cudles de esos elementos nos ofrecen criterios para clasificar a los cuadrilateros?

2. Coloca el nombre correspondiente al cuadrilatero de la figura.
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1. Dibuja cada uno de los cuadrilateros, tanto los que sean paralelogramos como los no
paralelogramos y escribe conclusiones acerca de las caracteristicas de dichas diagonales.

2. Utiliza los dibujos anteriores para encontrar relaciones entre los angulos y lados por separado y
luego en conjunto.

3. Caracteriza cada uno de los cuadrilateros a partir de las diagonales y de los puntos medios. Es
decir, qué han de cumplir las diagonales y los puntos medios para que el cuadrilatero sea:

a) Cuadrado.
b) Rectangulo
¢) Rombo
d) Romboide
e) Trapecio

f) Trapezoide.
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1.4.2 Namero de diagonales, dngulos interiores y exteriores en poligonos de n lados

Introduccion

En geometria, para comprenderla se parten de definiciones, y en este tema no sera
la excepcion, para poder resolver problemas que atafien a poligonos regulares e
irregulares es necesario partir de los distintos conceptos que definen los elementos
particulares de los poligonos. Algunos de estos elementos son: vértices, lados,

diagonales, angulos interiores y exteriores.

En esta seccién definiremos los elementos de un poligono y se emplearan por

all M

primera vez las férmulas para determinar las diagonales de un poligono, angulos
interiores y exteriores. Por lo cual a continuacion se presentan las definiciones necesarias para

comprender el tema:

Poligono: Figura plana cerrada, delimitada por segmentos de recta.
Vértice: Punto donde concurren dos segmentos de recta llamados lados.
Lado: Segmento de recta que une dos vértices adyacentes.
Diagonal: Segmento de recta que une dos vértices no adyacentes.
NUumero de diagonales desde un mismo vértice: En un poligono de “n”lados se pueden trazar (n-3)
diagonales, con lo cual la férmula para calcular el nimero de diagonales es d = n — 3, donde
d= nimero de diagonales trazadas desde un solo vértice.

n= numero de lados.

Numero total de diagonales en un poligono de n lados: El nimero total de diagonales que se

n(n-3)

pueden trazar desde todos los vértices se determina con la formula D = , donde

D= numero total de diagonales del poligono.

P
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n= numero de lados.

Angulo interior: Es aquel que se forma con dos lados adyacentes de un poligono.
< . . , . . 180°(n—2
Angulo interior de un poligono regular: Se determina con la formula i = # donde

i= Medida del angulo interior en grados.

n= numero de lados.

Suma de angulos interiores de cualquier poligono: Se determina con la formula S; = 180°(n — 2),
donde

Si= Suma de angulos interiores de cualquier poligono.

n= numero de lados.

Angulo exterior: Es aquel que se forma entre la prolongacion de un lado y su lado adyacente.
. L, . , . 360°
Medida del angulo exterior de un poligono regular: Se determina con la formula e = — donde

e= Angulo exterior de un poligono regular.

n ndmero de lados.

Suma de angulos exteriores de cualquier poligono: siempre es igual a 360° y se representa como
S, = 360°, donde

Se= Suma de angulos exteriores de cualquier poligono.

P

DGETI ACADEMIA NACIONAL DE MATEMATICAS w



GEOMETRIA Y TRIGONOMETRIA: APRENDIZAJES ESENCIALES @0

Ejemplo 1: Observa la figura y determina al menos uno de cada uno de los elementos descritos
anteriormente del hexagono.

Elementos del hexagono:

D= Vértice.

Hexagono <CDE= Angulo interior.
<CBG= Angulo exterior.
Segmento AB= Lado.

Segmento CE= Diagonal.

Ejemplo 2: Observa la figura y determina al menos uno de
cada uno de los elementos descritos anteriormente del
heptagono.

Elementos del heptagono:

Heptagono

A= Vértice.

<AHF= Angulo interior.
<IED= Angulo exterior.
Segmento AB= Lado.

Segmento CF= Diagonal.

P
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1.Con base en la figura traza y/o denota lo que se pide:

a) Dos lados.

b) Dos angulos exteriores. E

c) Dos angulos internos.

d) Dos diagonales.

e) La circunferencia inscrita. F’entég ono

D

F E
2. Con base en la figura traza y/o denota lo que se
pide:
G

a) Dos lados.

b) Dos angulos exteriores.

c) Dos angulos internos.

d) Dos diagonales.

e) La circunferencia inscrita.

o

f) La circunferencia circunscrita.

Octagono

C
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1. Analiza cada uno de los siguientes ejemplos para que puedas posteriormente determinar el
namero de diagonales que se pueden trazar desde un vértice, el nimero total de diagonales, el

valor de los &ngulos interiores y exteriores de los poligonos regulares.

Ejemplo 1: Pentagono

Pentagono

Numero de diagonales desde un mismo vértice: Utilizando la formula para calcular el nimero de
diagonales (d=n-3) se obtiene d=5-3=2. Para ejemplificar este resultado utilizaremos el vértice A

D

Pentagono

A B
En la figura podemos observar las dos Unicas diagonales posibles que se pueden trazar desde el vértice
A, recuerda que una diagonal une vértices no adyacentes.
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D Numero total de diagonales en el pentdgono: El nUmero total de
diagonales que se pueden trazar desde todos los vértices se

n(n-3)

determina con D = , recuerda que para este ejemplo n vale 5

D_5(5—3)_5(2)_10_5
Pentagono B 2 T2 T2

En la figura podemos observar las 5 diagonales posibles que se
pueden trazar desde todos los vértices, recuerda que una diagonal

une vértices no adyacentes.

Para determinar el valor del angulo interior de un pentagono regular (recuerda que en los poligonos

180°(n—2)

regulares todos los angulos interiores valen lo mismo) utilizaremos la formula i = , al igual que

en los célculos anteriores n=5, entonces tenemos lo siguiente:
P = 180°(5 — 2) _ 180°(3) _540°
5 5 5
D

=108°

Pentagono

A B
La suma de los angulos interiores del pentagono se determina con la formula
S; = 180°(n — 2), donde n=5
S; = 180°(5 — 2) = 180°(3) = 540°

2 . L . 360°
El valor del &ngulo exterior de un pentagono se determina con la formula e = — donde nuevamente

n=5:

o
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Pentagono

A =
Para finalizar no olvides que la suma de angulos exteriores de cualquier poligono siempre es igual a

360° y se representa como S, = 360°.

Ejemplo 2: Hexagono

F Hexagono

A <B

Numero de diagonales desde un mismo vértice: Utilizando la férmula para calcular el nUmero de

diagonales (d=n-3) se obtiene d=6-3=3. Para ejemplificar este resultado utilizaremos el vértice C

E D

Hexagono
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En la figura podemos observar las tres Unicas diagonales posibles que se pueden
trazar desde el vértice C, recuerda que una diagonal une vértices no adyacentes.

— -_—
Numero total de diagonales en el hexagono: El nimero total de diagonales que se ~ o~

D

n(n-3)

L LN

pueden trazar desde todos los vértices se determina con la formula D =
recuerda que para este ejemplo n vale 6

6(6—3 6(3 18
2 2 2
E D

Hexagpno

B

En la figura podemos observar las 9 diagonales posibles que se pueden trazar desde todos los
vértices, recuerda que una diagonal une vértices no adyacentes.

Para determinar el valor del angulo interior de un hexagono regular (recuerda que en los

. p . . . . . 180°(n-2)
poligonos regulares todos los angulos interiores valen lo mismo) utilizaremos la formula i = — al

igual que en los calculos anteriores n=6, entonces tenemos lo siguiente:
_180°(6—2) 180°(4) 720°
l = = =

= 120°

6 6 6

A B
La suma de los angulos interiores del hexagono se determina con la formula
S; = 180°(n — 2), donde n=6
S; = 180°(6 — 2) = 180°(4) = 720°

P
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a =60° D El valor del &ngulo exterior de un hexagono se determina con la

360°
i formula e = — donde nuevamente n=6:

Hexagono

Para finalizar no olvides que la suma de angulos exteriores de
cualquier poligono siempre es igual a 360° y se representa como
S, = 360°.

Resuelve el siguiente problema:

Problema 1: Heptagono

Heptagono C

A B
Numero de diagonales desde un mismo vértice: Utilizando la férmula para calcular el numero de
diagonales (d=n-3) y como referencia para el trazo el vértice E

En la figura traza las diagonales posibles que se pueden trazar desde el vértice E, recuerda que una

diagonal une vértices no adyacentes.

P
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Heptagono C

A B

Numero total de diagonales en el heptagono: El nimero total de diagonales que se pueden trazar desde

nn-3)

todos los vértices se determina con la formula D = , recuerda que para este ejemplo n vale 7

En la figura traza todas las diagonales posibles que se pueden trazar desde todos los vértices, recuerda

gue una diagonal une vértices no adyacentes.

Heptagono C

A B
Para determinar el valor del angulo interior de un heptagono regular (recuerda que en los poligonos
p . . . - . 180°(n-2) .
regulares todos los angulos interiores valen lo mismo) utilizaremos la formula i = ————, al igual que
en los calculos anteriores n=7, coloca el valor que obtuviste en la figura:
E
H Heptagono C
A B
La suma de los angulos interiores del heptagono se determina con la formula
S; = 180°(n — 2), donde n=7
Sl’ =
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S

2 . L . 360°
El valor del angulo exterior de un heptagono se determina con la formula e = — donde nuevamente

n=7:

Coloca en la figura tu resultado:

A

Heptagono C

B

Para finalizar no olvides que la suma de angulos exteriores de cualquier poligono siempre es

igual a 360° y se representa como S, = 360°.

2. Completa la siguiente tabla para los poligonos dados.

Poligono. | Numero de | Namero total de | Valor del | Suma de los | Valor del
diagonales diagonales del | angulo interior | angulos angulo exterior
desde un solo | poligono. del poligono. interiores  del
vértice. poligono.

Octéagono

Eneagono

Decagono

DGETI

ACADEMIA NACIONAL DE MATEMATICAS

P

W




GEOMETRIA Y TRIGONOMETRIA: APRENDIZAJES ESENCIALES ®

Actividades de cierre

1. Hasta el momento hemos realizado problemas donde la aplicacion de las férmulas
correspondientes ha sido de forma directa, en este apartado ejercitaras nuevamente el concepto
del despeje, asi como el de resolucion de ecuaciones de segundo grado para poder dar solucion
a los problemas presentados en este apartado. Realiza la lectura analitica de los siguientes

ejemplos.

Ejemplo 1: ¢ Cual es el poligono que tiene un total de 27 diagonales trazadas en conjunto de todos los

vértices?

En esta parte después de analizar la informacién del problema se concluye que el dato que nos

proporcionan es D=27, por lo cual utilizando la férmula para determinar el total de diagonales que se

nn-3)
2

pueden trazar en un poligono (D = ) podemos determinar de qué poligono se pueden trazar esta

cantidad de diagonales totales.

Paso 1: sustituimos el valor de D en la formula, 27 = 20=3

Paso 2: despejamos del miembro derecho a n(n-3), pasando al dos multiplicando al 27:

(27)(2) =n(n-3)

Paso 3: realiza las multiplicaciones indicadas: 54 = n? —3n

Paso 4: iguala la ecuacién a cero: n?—-3n—-54=0

El paso 5: resolver la ecuacion, pero en este punto tenemos que recordar que para lograr esto

hay en ocasiones mas de una forma de lograrlo, vamos a realizar las dos formas posibles en

este problema para que tu decidas cual es la que mas te acomoda como estrategia de solucion.
Forma 1: Por factorizacién, el trinomio n? — 3n — 54 = 0 se puede comparar con el caso general x? +
Bx + C = 0, en el cual se pueden ensayar buscar dos niumeros, ay btalesque B=a+ by C = ab. En
otras palabras, dos numeros que sumados den B y multiplicados den como resultado C.
Para este caso particular B=—-3 y C = —54, entonces los numero que pueden cumplir esas
condiciones son a =-9yb = 6, tales que B=-9+6=3 y C= (-9)(6)=-54, con lo cual tenemos que

(n—-9)(n + 6) = 0, de donde se concluye que:
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n—9=0yn+6=0 dedonden =9yn=—6, por lo tanto, se concluye que el poligono que cumple
con las condiciones del problema es el Nonagono (Enedgono), pues un poligono no puede tener un

namero negativo de lados. Tampoco puede tener un nimero de lados que sea una fraccion o decimal.

Forma 2: Utilizando la férmula general para ecuaciones cuadraticas.

__ —b+Vb?-4ac
- 2a

x , con a=1, b=-3 y c=-54. Comprueba que el resultado es el mismo que con el

método anterior.

Diagonales totales del Nonagono

Ejemplo 2: ¢ Cudl es el poligono en el que se pueden trazar 10 diagonales desde un solo vértice?

En esta parte después de analizar la informacion del problema se concluye que el dato que nos
proporcionan es d=10, por lo cual utilizando la férmula para determinar el total de diagonales que se
pueden trazar desde un solo vértice (d= n — 3) podemos determinar de qué poligono se pueden trazar

esta cantidad de diagonales totales.

-~
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Paso 1: sustituimos el valor de D en la formula, 10 = n — 3.
Paso 2: despejamos del miembro derecho a n, pasando al -3 sumando al 10,
10+ 3 =n.

Paso 3: realiza las operaciones indicadas, 13 = n.

Por lo tanto, el poligono del que hablamos es el Tridecagono.
H

G

Ejemplo 3:_Se podréa construir un poligono regular cuyo angulo interior mida 170°, si es esto posible,
¢, Cual es el poligono del que hablamos?
En esta parte después de analizar la informacién del problema se concluye que el dato que nos

proporcionan es i=170°, por lo cual utilizando la formula para determinar el valor del angulo interior de

un poligono regular (i = W) podemos determinar de qué poligono se trata.

Paso 1, sustituimos el valor de i en la formula, 170 = 2282®=2

Paso 2, despejamos del miembro derecho a n, pasando primero la n que divide multiplicando al 170,
(170)(n) = 180°(n — 2)

Paso 3, realiza las operaciones indicadas, 170n = 180n — 360.

Paso 4, trasponiendo términos, en este caso 180n, 170n — 180n = —360

Paso 5, realiza las operaciones indicadas, —10n = —360.

Paso 6, despejamos del izquierdo an, n = __3—1600 =36 Por lo tanto, es el Triacontakaihexagono

P
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Resuelve los siguientes problemas:

¢, Cuéntas Diagonales se pueden trazar desde un solo vértice de un Nonadecagono?

¢, Cudl es el poligono en el que se puede trazar 20 diagonales desde un solo vértice?

¢, Cual es el poligono en el que se puede trazar 9 diagonales desde un solo vértice?

¢, Cual es el poligono en el que se puede trazar 15 diagonales desde un solo vértice?
¢,Cuantas Diagonales se pueden trazar desde un solo vértice de un Icosakaidigono?
¢,Cuantas Diagonales se pueden trazar desde un solo vértice de un Eneacontakaihexagono?
Se podra construir un poligono regular cuyo angulo interior mida 210°, si es esto posible, ¢ Cual
es el poligono del que hablamos?

Se podra construir un poligono regular cuyo angulo interior mida 220°, si es esto posible, ¢ Cual

es el poligono del que hablamos?

P
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Bloque 2 | Relaciones y funciones en el triangulo

2.1 Razones trigonométricas

2.1.1 Razones entre los lados de un triangulo rectangulo y sus denominaciones.

Introduccion

Todo triAngulo que tiene un angulo recto, es decir, que mide 90 grados, es un triangulo

rectangulo. Si un triangulo no es rectangulo, decimos que es un triangulo oblicuangulo.

Los lados que forman el &ngulo recto del tridngulo
A rectdngulo se denominan catetos y el lado opuesto a

dicho angulo es la hipotenusa.

Una relacion muy importante entre los lados del triangulo

rectangulo que fue descubierta por los antiguos griegos

-

ce

; B hace ya méas de 2000 afios es el Teorema de Pitagoras,

Ay B son angulos agudos y complementarios cuyo enunciado es:
Angulo C es recto, mide 90 grados
a y b son medidas de los catetos

_ _ “El cuadrado de la hipotenusa es igual a la suma de los
¢ es la medida de la hipotenusa

cuadrados de los catetos”.
Figura 1.1. Elementos de un triangulo Rectangulo. Esta relacion expresada algebraicamente se escribe:

c? = a?+ b? Donde c es la medida de la

hipotenusa, a y b son las medidas de los catetos.

La utilidad del teorema de Pitdgoras es que sirve para calcular cualquier lado desconocido, si se

conocen los otros dos lados, despejando el lado que se desconozca. Si despejamos c:
¢ =vVa? + b? , sidespejamos a:
a? = c¢? —b? y obteniendo la raiz cuadrada a ambos lados a = V2 — b2

Para despejar b se sigue un proceso similar.

P
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En todo triangulo rectangulo, la hipotenusa es el lado mayor. Puedes utilizar este hecho para
comprobar tus célculos al resolver este tipo de triangulos, pues si la hipotenusa resulta menor que

cualquiera de los catetos es seguro que te has equivocado en alguna parte del proceso.

Recuerda que, en un tridngulo rectangulo, uno de los angulos mide 90° y, consecuentemente,
los dos angulos (agudos) restantes deben sumar 90°, esta es la principal propiedad de los triangulos

rectangulos

Otras relaciones importantes en los triangulos rectangulos son las razones que se establecen
entre la medida de sus lados. Una razén es la comparacion entre dos cantidades mediante un cociente

(divisién). La raz6n nos indica cuantas veces el valor de una cantidad iguala a la otra.

Dos triAngulos son semejantes si tienen la misma forma y para ello deben tener sus angulos

interiores de la misma medida.

Las razones entre los lados correspondientes de dos triAngulos semejantes son equivalentes,

es decir, tienen el mismo valor.

Un lado de un tridngulo es correspondiente a otro, en otro triangulo semejante, si se oponen

(estan enfrente) a angulos de igual medida.

Angulo A=Angulo E
A Angulo B=Angulo D

a F e

Triangulos rectangulos semejantes . L. .
Figura 1.2 TriAngulos semejantes

En el caso de los triangulos rectangulos, si uno de los angulos agudos es igual en ellos, los
triangulos seran semejantes forzosamente, puesto que tendran sus tres angulos iguales, ya que el otro

angulo agudo sera complementario y por definicion todos los triangulos tienen un angulo recto.
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Entonces si se conoce una razon entre los lados de un triangulo rectdngulo y sabemos que otros
triangulos rectangulos tienen el mismo angulo agudo, significa que esa misma razon se cumplird entre

los lados correspondientes en los demas triangulos.

Consideremos los triAngulos semejantes ABC y EDF, si comparamos el cateto

cuya medida es b, con el cateto cuya medida es a, la razon es %. Si comparamos

los lados correspondientes en el triangulo EDF, vemos que la razén equivalente

. e . .
G a la anterior es -~ yaque el cateto con medida e, es el correspondiente al cateto

de medida a y el cateto de medida d se corresponde con b.

Entonces, al ser semejantes los tridngulos, estas razones valen lo mismo y

podemos formar la siguiente proporcion:

SHIS

a
b

Lo anterior es valido para razones cualesquiera que se formen entre las medidas de pares de

lados correspondientes en triangulos semejantes.

La clave de la utilidad de estas razones radica en que todos los triangulos rectangulos que
tengan un mismo angulo agudo seran semejantes, entonces, si tengo un registro de los valores de las
razones para un angulo agudo determinado, puedo usar ese valor para calcular el lado faltante en la
proporcion, pues al conocer el valor de la razén y uno de los lados del triangulo a resolver, facilmente

puedo despejar el lado faltante:

Ejemplo 1: se sabe que cuando un triangulo rectangulo tiene un angulo de 30 grados, la
hipotenusa mide el doble de la medida de uno de los catetos, entonces, si me dicen que, en un triangulo

con esta condicion, el cateto adecuado mide 4, entonces la hipotenusa mide 8.
¢ Por qué decimos que debe ser el cateto adecuado para que lo anterior sea valido?

Recuerda que los triangulos rectangulos tienen dos catetos, entonces, si estos tienen distinta medida,
la hipotenusa no puede ser el doble de dos cantidades distintas. El cateto adecuado para hacer el
calculo anterior es el que no forma parte del angulo de 30 grados, al cual denominamos cateto opuesto.
El otro cateto seria el adyacente. De esta manera diferenciamos un cateto del otro al ver como esta

relacionado cada cateto con el &ngulo de interés. Ver figura 1.3

P
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Entonces, para el angulo de 30 grados se tiene que:

hipotenusa

cateto opuesto B

de donde hipotenusa = 2(cateto opuesto)=2(4) = 8

hipotenusa ¢

cateto b

—

Cateto a es opuesto al angulo A
y adyacente al angulo B.
Cateto b es opuesto al angulo B
y adyacente a A.

cateto a

Figura 1.3. Relacion entre catetos y angulos.

De esta manera se tienen seis posibles razones entre los tres lados de un triangulo y en el caso de
triangulo rectangulo a cada una se le asigna un nombre, estableciéndose asi las seis razones

trigonométricas utilizadas de la manera antes dicha para resolver triangulos rectangulos.

Ejemplo 2: Si consideras un tridngulo rectangulo cuyos catetos miden a=6 y b=7. ¢ Cuales

seran los valores de las razones trigopnométricas de sus lados?

. b b T
Las seis razones son %'%'Z'Z'%'%‘ Para encontrar sus valores solo debes sustituir los valores de las

medidas de los lados, por lo que debes darte cuente que hace falta conocer la medida c de la

hipotenusa. Para calcular la medida de la hipotenusa se utiliza el teorema de Pitdgoras.

¢ =Va? + b%2=/62 + 72 = /36 + 49 = /85 = 9.2195

P
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€=9.2195. Entonces los valores pedidos (redondeados) de las razones son:

a—6—085714 2_ = 0.65079 b _ = 0.75926 b—7—116667
b 7 ' ¢ 92195 ¢ 92195 a6 ’
c 92195 c 92195
== =1.53658, —= =1.31707
B
[4
b
cY A

Si tomas como referencia el &ngulo B, a es el cateto opuesto, b el cateto adyacente y c , obvio , es la
hipotenusa, entonces las razones anteriores toman los hombres especiales que a continuaciéon se

expresan.

a cateto opuesto 6
— = = Tangente B = =
b cateto adyacente 7

a cateto opuesto 6
¢ hipotenusa = seno B = 9.2195
b Cateto adyacente
¢ hipotenusa = Coseno B = 9.2195’

b cateto adyacente
—= = cotangente B = —,
a cateto opuesto 6

c hipotenusa 92195
—= = Cosecante B = ——,
a cateto opuesto 6

c hipotenusa 9.2195
- = = secante B =

b cateto adyacente 7

Si conoces los valores de alguna razon trigonométrica de un angulo agudo del triangulo rectangulo
puedes calcular facilmente la medida de dicho angulo usando la funcion inversa del angulo en la
calculadora cientifica.
Por ejemplo, la tangente del angulo B vale 6/7=0.85714, entonces:

la medida del angulo B=tan(0.85714)=40.6012 grados=40°36"04"

P
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6

92195=0.65079, entonces B= sen(0.65079)=40.6012 grados, es

Si utilizamos el valor del seno B =

decir, el mismo resultado.

Se obtendria el mismo resultado si utilizas el valor del coseno de B.

Ejemplo 3: Considera ahora un triangulo en el cual se conoce solamente el valor de la
hipotenusa c=12 y la medida de uno de los angulos, digamos el &ngulo B=25°. ¢, Cémo puedes utilizar
las razones trigonométricas para calcular los lados faltantes (catetos)?

Para ello puedes usar una razén del angulo B que tome en cuenta un lado
conocido y uno que necesites conocer. Como tienes el valor de la hipotenusa,
¢ supongamos que deseas el valor del cateto adyacente a B.Entonces la razén
gue debes utilizar es la que en su definicdn contemple la hipotenusay el cateto
adyacente. Hay dos razones que contemplan estos lados: secante y coseno.

a Los valores de las razones seno , coseno y tangente de cualquier angulo se
obtienen directamente de la calculadora. Como la secante no se obtiene con la calculadora, debes
usar el coseno del angulo B.

Cateto adyacente

Cos B=

hipotenusa
Como B= 25 °, entonces, Cos 25° = %
Despejando b:  b=12(cos 25°)
Obteniendo el coseno con la calculadora: b=12(0.90631) =10.876 unidades
cateto opuesto

Para encontrar el cateto a, opuesto al angulo B, la razén a utilizar es seno B=—
hipotenusa

Entonces, Sen 25° = % , de donde a=12(sen 25°)=12(0,42262)=5.071 unidades.

La medida del angulo A faltante se puede sacar por diferencia, dado que sumando las medidas de A
y B deben dar 90 grados. Asi, A=65°.
Esperamos que con la realizacién de las actividades siguientes puedas aprender las definiciones de

dichas razones y sus nombres, para usarlas posteriormente en la soluciéon de problemas.
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Actividades de Apertura

1. Dibuja en tu cuaderno a mano o laptop utilizando Geogebra, los triAngulos rectdngulos cuyas

medidas se dan a continuacion.
Triangulo 1:  Catetos: a=5y b=10 cm
Triangulo 2:  Catetos: a=6 y b=12 cm

Triangulo 3: Catetos: a=8 y b=16 cm.

2. Con la informacion dada, calcule las cantidades que se piden para cada triangulo recordando los
elementos de un triangulo rectangulo y las relaciones entre sus lados. Después de llenar la tabla,

compruebe el valor de c, la hipotenusa, midiéndola en su dibujo o con la herramienta de Geogebra.

No. de | a b c a/b alc b/c
triangulo

Tridngulo 1

Tridngulo 2

Triangulo 3

¢, Qué observas con respecto a las razones correspondientes de los lados de los tres triangulos?
¢Por qué razon se da esta caracteristica?

¢, Qué otras razones se pueden calcular?
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3. Ahora, considera los triAngulos anteriores y tome como referencia el angulo B que forma la
hipotenusa con el cateto menor, para llenar la siguiente tabla con los valores de todas las posibles

razones que se pueden formar con los lados de cualquier triAngulo rectangulo.

No. de| cat.opuesto |cat.adyacente| cat.opuesto |cat.adyacente hip. hip.
triangulo hip. hip. cat.adyacente| cat.opuesto |cat.adyacente| cat.opuesto
Triangulo 1

Triangulo 2

Triangulo 3
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@@} Actividades de Desarrollo

1. Realiza las siguientes actividades:
a) Llena la tabla siguiente, para las mismas razones, pero ahora tomando como referencia el &ngulo

A, formado por el cateto mayor y la hipotenusa.

No. de cat.opuesto |cat.adyacente| cat.opuesto |cat.adyacente hip. hip.
triangulo hip. hip. cat.adyacente cat.opuesto |cat.adyacente| cat.opuesto
Triangulo 1

Triangulo 2

Triangulo 3

b) Investiga el nombre que identifica cada una de las seis razones dadas en las tablas anteriores.

1 ’ 1 ’ y

c) ¢Qué relacion encuentras entre los valores de las razones de los lados, para cada uno de los

triangulos?

d) ¢ Cémo son los triangulos entre si?

e) ¢ Cémo puedes calcular la medida del angulo, cuando conoces sus razones trigonométricas?
f) Calcula la medida del angulo A y B de los triangulos usando el seno, coseno y tangente.

g) Dibuja los tres triangulos de manera que queden los mas pequefios dentro de los mas grandes.

P
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h) Dibuja otros tres triAngulos semejantes a los anteriores, dentro del mismo dibujo, es decir, que todos
tengan un angulo en comun y determina mediante medicion, los valores que se piden en la siguiente
tabla. Toma los nombres de los lados de los nuevos tridngulos iguales a los correspondientes a los

triAngulos dados al inicio de la actividad.

No. de a b c a/b alc b/c
triangulo.
Triangulo 1
Triangulo 2
Triangulo 3
~1
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Actividades de cierre

1) Con la informacién dada en la tabla, calcula la informacion faltante de las siguientes tablas:

No. de

triangulo.

a/b

alc

b/c

Triangulo 1

14

Triangulo 2

1/2

Triangulo 3

30

50°

Triangulo 4

12

20

No. de

triangulo.

Tangente A

Coseno A

Seno A

Tridngulo 1

14

20

Tridngulo 2

10

Tridngulo 3

30

0.6420

Tridngulo 4

20

28°
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[©&]E Actividades de contexto o Transversales

1. Realiza la siguiente actividad con lo revisado en el tema:

Se desea construir un plano inclinado de madera, para subir carretillas con mezcla de cemento hasta
una altura de 1.5 metros. La distancia horizontal desde donde empieza a elevarse hasta la parte mas
alta es de 4 metros y el ancho es de 1 metro. La superficie de rodadura del plano sera una plancha de
triplay de % de grosor. Las partes laterales del plano y el plano de rodado se haran con barrotes de
madera de 2x2 pulgadas. Como refuerzos del marco del plano se colocaran barrotes de la misma
medida como soportes verticales y horizontales cada medio metro y transversales como se muestra en
la figura. (La figura 1.4 solo muestra las posiciones de los barrotes no la cantidad de estos)

a) Calcular el &ngulo de inclinacion del plano inclinado o rampa

b) Calcular la cantidad de madera necesaria para hacer cada cara lateral del plano.

c) Calcular la superficie de rodado del plano.

d) Calcular el costo de la madera necesaria para hacer la rampa. El costo de la madera es de

15 pesos / pie cubico.

Figura 1.4 Plano inclinado
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Ejercicios Adicionales

Completa los elementos solicitados en los siguientes triAngulos rectangulos:

C
b=13¢m a=12cm
a »
A c=5cm B

1. Tomando como referencia el angulo a, calcula
las siguientes relaciones y la medida de los

angulos dados:

C
b=25cm
a=7cm
a
A c=24cm B

2. Tomando como referencia el angulo 3, calcula las

siguientes relaciones y la medida de los angulos dados:

SenB = . TanB =
Cos B = . SecfB=
Tan B = CscB=

3. Tomando como referencia el angulo (3, calcula

las siguientes relaciones:

Sen 3 = . Tan B =
Cos B = SecB =
Tan B = CscpB =

Sen = TanB =
Cos = SecB =
Tan B = CscB =
4. En el siguiente espacio haz un boceto de un tridngulo con
C las siguientes medidas:

b=17cm B Cfateto a= 33mm

a=8cm Hipotenusa = 65mm

Cateto b= 56mm

A" c=15cm B

Tomando como referencia el &ngulo formado por la unién del

cateto b y la hipotenusa, calcula:

SenB = Tan B =
Cos B = SecB =
Tan = CscB=
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2.1.2 Resolucién de triangulos rectangulos

Introduccion

Anteriormente mencionamos que el Teorema de Pitdgoras es una
herramienta util para resolver triAngulos, cuando conocemos las medidas de dos
de sus lados y se requiere encontrar el lado faltante. Para usar el teorema de
Pitagoras en la solucién de problemas, se debe interpretar la situacion planteada y

representarla mediante un triangulo rectangulo.

Una aplicacibn muy antigua del teorema mencionado consiste en escuadrar una

sl e

habitacion cuando se va a construir de forma que las paredes formen un cuadrado
0 rectangulo. Los albafiles saben empiricamente que para trazar un angulo recto deben medir
segmentos de 4 y 3 metros unidos en sus extremos Yy luego abrir el Angulo hasta que la distancia entre
los otros extremos sea de 5 metros. De esta manera se garantiza que las paredes quedaran

escuadradas.

Otra aplicacion es la determinacion del alcance de una escalera cuando se apoya en una pared vertical
y en un piso horizontal o0 a que distancia de la pared se debe apoyar para llegar a una altura deseada

y posible para la longitud de la escalera.

En los siguientes triAngulos rectangulos, se ejemplifica la determinacién de los lados faltantes en un

triangulo rectangulo dado.

Ejemplo 1
Recuerda: el teorema de Pitagoras se enuncia de la siguiente manera:
a=6 c c2=q? + b2
c=J@ b2
] en donde a y b son catetos y c la hipotenusa.
b=6

P
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En este ejemplo aprenderas a calcular el valor de la hipotenusa paso a paso.

1. Primero utilizaremos nuestra férmula del Teorema de Pitagoras
c?2=a%+b?
2. Posteriormente realizaremos la sustitucion de los valores conocidos, después de sustituir los
valores, nuestra formula nos queda de la siguiente manera:
c? = 6%+ 62
3. Para poder obtener el valor de ¢ y no el de ¢? tendremos que obtener su raiz cuadrada, pero
recuerda que si afectamos un lado de la igualdad, tendremos que afectar de la misma manera
al otro lado de la igualdad.
J@ = e v
4. Para obtener la siguiente expresion algebraica
¢ =216
5. Por ultimo, realizaremos las operaciones correspondientes para finalmente determinar el valor

de la incégnita.

c= V36 +36
c =72
c = 8.49
Ejemplo 2
c=5 Aqui tienes otro ejemplo, como ahora cuentas con los datos de la

hipotenusa y un cateto, debes determinar el valor del otro cateto.

1. Iniciamos de nuevo con la férmula del teorema de Pitagoras

O
|

4

c?=a%+b?
2. Ahora es necesario despejar el cateto a, para lo cual restamos b? en ambos lados de la ecuacion.
2 7= a2 + b2 57

P
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Observa que en lado derecho de la ecuacion al restar b? se obtiene cero, ademas podemos
invertir la ecuacion.
c2 —p2 = g2

a? = c2 — p?

Para poder obtener el valor de a y no el de a? tendremos que obtener su raiz cuadrada, pero
recuerda que, si afectamos un lado de la igualdad, tendremos que afectar de la misma manera al

otro lado de la igualdad.
Jaz =/c2 — b2

Quedando finalmente asi:

a=+/c%—b2
Sustituyendo los valores:
a =+/52 — 42
a=v25-16
a=+9
a=3

P
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1. Resuelve los siguientes ejercicios:

a) Determina el valor de c
c
a=8
B
b=10
b) Determina el valor de a
c=12
a
b=9
¢) Determina el valor de ¢
a=4 ¢
=
b=7
d) Determina el valor de b
a=2 c=3
El

b
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Ahora continuaremos con algunos ejemplos donde podemos aplicar el Teorema de Pitdgoras:

Ejemplo 1:
Queremos fijar un poste de 3.5 m de altura a una estaca que se encuentra a 2 m de distancia, con un
tirante que se extiende desde el extremo superior del poste hasta la estaca. ¢ Cuantos metros de cable

utilizaremos?

Procedimiento:

1. Para este ejercicio comenzamos trazando un dibujo que represente lo establecido en el texto

Cable
Poste
Estaca &
2. Anotamos el valor de cada una las partes mencionadas en un triangulo
h
35

3. Observamos qué datos tenemos y comenzamos a sustituir en la férmula del Teorema de
Pitagoras
c?= a? + b?

2= 352 + 22
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4. Resolvemos:

c? = 3.5% 4 22
c?= 12.25% 4+ 4

c2 = 16.25
c2 =/16.25
c2 =4.03

Necesitamos 4.03 metros de cable para poder sostener el poste al suelo

Ejemplo 2:
Se desea saber a qué distancia de la pared se debe colocar el pie de una escalera, para que ésta que
mide 3.8 m llegue al extremo superior de la pared que mide 3.2 m.

Procedimiento:

1. Trazamos un dibujo que represente lo establecido en el texto.

Escalera

Pie de la escalera

2. Anotamos el valor de cada una las partes mencionadas en un triangulo

3.8
3.2
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3. Despejamos la incognita faltante como se indico anteriormente, observamos qué datos tenemos
y comenzamos a sustituir la formula:
2= a?+ b?
a2 = c2 — p2

a? = 3.8% — 3.22

4. Resolvemos:
a® = 3.8%2 — 3.22
a’ = 1444 — 10.24

a’ = 42
a= V4.2
a=2.05

Debemos colocar el pie de la escalera a 2.05 m de la pared.

Comprueba tu aprendizaje, resuelve los siguientes ejercicios:
1. La medida de un televisor se determina mediante la diagonal de su pantalla. Si la pantalla de

un televisor mide aproximadamente 50 cm de alto y 78 cm de largo, ¢ de cuantas pulgadas es

éste televisor? (2.54 cm = 1 pulgada)

50 cm

78 cm

P
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2. ¢A qué altura volamos un papalote si nuestro hilo con el que lo sujetamos mide 4.5m y nos

4.5m

33m

encontramos a 3.3 m de distancia de él?

3. En un centro recreativo desean colocar una tirolesa, para lo cual desean saber cuanto cable
necesitan comprar; desde la torre de salida hasta la torre de llegada hay 15m de distancia y

cada torre tiene 6m y 3m respectivamente.

15m
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Actividades de cierre

1. En la escuela a la que asistes es necesario anclar la asta bandera al piso, ya que los aires
generados por la lluvia en verano pueden tirarla. La asta bandera tiene las siguientes
dimensiones: Una altura de 6.5m (c). El espacio con que se cuenta para anclarlo (a) tiene una

dimensién de 8m. ¢ Cuanto debe medir el tirante de anclaje (b)?

2. En casa mide la longitud de una escalera que tengas a la mano. Con esta informacion ve
completando los datos en la siguiente figura. Apoya la escalera en la pared y separa la base de
la escalera 50 cm de la pared, con esta informacién sustituye en la férmula del Teorema de

Pitagoras y obtén los datos faltantes.

El triangulo rectangulo que se presenta a continuacion esta formado por la escalera (b) la
distancia de separacion de la pared a la base de la escalera (a) y altura de la escalera en la
pared (c).

A

b: longitud de la escalera en metros:

a: distancia de la escalera a la pared con respecto del piso: 50 cm

c: altura de la escalera con respecto a la pared:
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3. Afuera de tu casa hay un arbol, del cual quieres obtener su altura, éste tiene un tirante para
evitar su deformacién, por lo tanto, conoces los siguientes datos:
Distancia del tirante b: 4.2mts
Distancia del anclaje del tirante a la base del arbol: 3.5 mts.
¢, Cudl es la altura del &rbol?

4. Tienes tres lugares frecuentes en tu rutina diaria: tu casa (punto C); tu escuela (punto A); y tus
clases de inglés (punto B). Conoces que la distancia que hay desde tu casa hasta tus clases de
inglés es de 2.5 km y la distancia que hay desde tus clases de inglés hasta tu escuela es de 1.8

km. Con estos datos, ¢ Calcula la distancia que existe entre tu casa y tu escuela?

5. En la cocina de tu casa, tu mama te ha encargado instalar una repisa usando una tabla de 30
cm x 80 cm, dos soportes tipo escuadra de 27cm x 27 cm de cada lado. Cuando revisas los

soportes, te das cuenta de que hay que agregar con un pedazo de madera a cada uno de ellos

P
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(segmento j). El pequefio pedazo de madera corre a ambos lados del soporte y se une en el

punto medio de cada lado como se muestra en la siguiente figura:

D H E
@ @
j
ol
F
L]

¢, Cual es la dimensién del segmento “” de acuerdo con los datos presentados?

DGETI ACADEMIA NACIONAL DE MATEMATICAS W



S

GEOMETRIA Y TRIGONOMETRIA: APRENDIZAJES ESENCIALES

t}lE Actividades de contexto o Transversales

1. El docente de Geometria encargé a sus alumnos que disefiaran un problema de como aplicar el
Teorema de Pitagoras en su entorno. Dicho problema deberia ser de una imagen en donde se pudiera
apreciar que se formaba un triangulo rectangulo, para aplicar el TEOREMA DE PITAGORAS. La
condicién en lo posible era utilizar figuras u objetos de medidas conocidas para no utilizar la cinta
métrica.

Uno de los equipos le mandoé el siguiente

Profe buenas tardes a nosotros se nos occurrio formar un trigngulorectangulo

mensaje: : _
con tres medidas conccidad por nosotros con el apoyo de una puerta un
escalon y un mosaico la puerta mide 94 ¢m el escalon mide 1m u el pedazo
™Mail e mosaico mide 50.
Coea & IS IEL RS _FA S Neta perdon profe pero no supimos como desaorllar el ejercicio y se nos

ocurrio esto y para no quedamos sin presentar se lo enbiamos anuque sea esto

A

Recibidos
Destacados
Importante
Enviados
Borradores (3)

» Circulos
(imapyOrafts
Ntes
Sent Measages
Més ~

Al docente le pareci6 interesante compartir con los alumnos del grupo el reto, ¢, cémo comprobar si éste
triAngulo correspondia a un triangulo rectangulo? Para ello, les solicitd enviaran la fotografia al correo

del docente para una adecuada observacion, la cual se muestra a continuacion:

De acuerdo a la fotografia, d& la impresion de que la figura no corresponde a un triangulo rectangulo,

pero ¢como podemos comprobarlo mateméaticamente?

Y
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Pues definitivamente aplicando el teroema de Pitdgoras. Para ello te recomendamos dibujar un
triAngulo rectangulo y ubicar en el mismo las medidas proporcionadas.

¢La medida de 1 m que lado del triangulo le corresponde?

¢El de 94 cm que lado del triangulo le corresponde?

Al emplear el teorema de Pitdgoras como apoyo para demostrar si la figura corresponde
a un triangulo rectangulo, entonces es importante que transcribas el enunciado del
Teorema de Pitagoras.

Basandote en el enunciado, sustituye los valores correspondientes en la férmula y determina si se

cumple la igualdad.

¢, Se cumplio la igualdad? , entonces ¢ el triangulo disefiado por los alumnos es

rectangulo?

Situacion complementaria:

Si lees el mensaje de texto que mandaron los alumnos al docente, notaras algunos errores en
su redaccién, puntuacion, faltas de ortografia y acentuacion. ¢Podrias, con base en los
conocimientos que te otorgd el docente de LEOYE, disefiar un enunciado técnicamente
adecuado? Escribelo:

Seria conveniente comentar esta situacion en su clase de LEOYE, para que, con el apoyo de
su docente, realicen un andlisis critico respecto a la importancia de una adecuada redaccion
de un mensaje, respetando la ortografia, acentuacion y puntuacién, y cémo influye esto en la
comunicacion escrita.

-~
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2. En la siguiente fotografia se desea conocer la altura de la azotea de la
habitacion al piso del jardin, como no se tiene cinta métrica, se hace uso
de una escalera de aluminio de 3 metros de largo y cuyos peldafios
tienen una separacion de 30 centimetros(segun indica su etiqueta).Al
colocar la escalera de manera que su extremo superior queda al ras de

la azotea , la separacion que existe desde la base de la escalera hasta
. ., . 1 . .
la base de la pared de la habitacion mide 4; veces la distancia entre los

peldafios. Determina la distancia en metros, entre la azotea y el piso del

jardin.

93
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Situacion complementaria.
Como la escalera es de material de aluminio. ¢recuerdas el simbolo quimico de este elemento?
Escribelo

Con el apoyo de la siguiente tabla peridédica. Ubicalo y enciérralo en un circulo.

== Tabla perlodlca de los elementos [

2
a3 e, 4l 1
2|Li Be

T o4

13 14 15 16 17
5 [Emer s 5 SR e | 1200k o | 0.

wzs sae

e oo SN
W13[5.,14) ?“”"15 E ]

229876 17 | 24.30%
S [3570,22

Sodio
el 202

F e B
4
T G 2|iasseut 53] 131292 54
*|Rb L xe
el o
2SS n, iz, 8515 86
‘j&= 1At |Rn
borer : R | erenss e i e |ty apse | vt e Dyt | Datamsie o e | e s | ot v e | e g | DN RIS o s
{2z 87 ) (272) 111 (288) 112 (204) 77 7|(280) 11§
)
"Fr Rg_ICn Ts

Tsised 162500 ”
250 62|35 8311377, | 154°9% 6615413

Dy |Ho

1593269 1730% 70
o 4

[Tm |¥b

Breias  |BNE2.

e (&9, 101tz 102

Determina su masa atomlca
¢ Te has preguntado porgue las escaleras en su mayoria son de aluminio en vez de fierro? Como
el que utilizan los herreros.

En base a la pregunta anterior porque consideras que se utilice de aluminio en vez de
fierro

Intentaremos corroborar la informacién mediante la siguiente deduccion:

Anota el simbolo del hierro Ubicalo en la tabla periédica y enciérralo con un circulo.
Determina la masa atémica del hierro
Nuevamente escribe las respectivas masas atémicas: Aluminio Hierro

¢, Cuantas veces mayor es la masa atomica del hierro comparada con la del aluminio? El resultado
anterior, ¢ Apoya tu conclusion acerca de porgue son mas comunes las escaleras de aluminio?
¢.Crees que en base a los datos de masa atdbmica nos sirva para establecer una relacion
cuantitativa entre el peso de la escalera de aluminio y la hierro?

En caso de que sea afirmativa esta suposicion ¢ cudnto pesaria una escalera de hierro de la misma
forma y tamafio, considerando que la de aluminio pesa 12.8 kg.?

Para determinar si esta conclusion es veridica consultalo con tu profesor de quimica o en algun
texto de la materia.

En caso de que sea errénea la suposicion realizada, define cual es la magnitud adecuada para
hacer la comparacion y realiza los célculos para determinar la masa de la escalera de Hierro.

P
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ﬁ Ejercicios Adicionales

Ante el episodio de la pandemia, la mayoria de las personas han estado atentas a los medios

de comunicacién masiva, para enterarse del avance del coronavirus COVID-19 en nuestro pais.

Uno de ellos era un docente de la asignatura de Matematicas, quien, mientras recibia los
consejos del subsecretario Dr. Hugo Lopez-Gatell Ramirez respecto a “como cuidarse durante este
periodo de contingencia de salud publica por el bien de todos”, el docente se cuestioné acerca de las
medidas de su televisor. “Sé perfectamente que mi television es de 50 pulgadas, también sé que esta
medida se refiere solo a la diagonal de la pantalla, pero ;Cuanto medira de los lados?” se dijo para si

mismo.

Inmediatamente después, buscé una cinta métrica en su caja de herramientas, pero
lamentablemente, jla cinta solo podia medir hasta 21 pulgadas!, por lo que no pudo medir el ancho ni
el largo de su televisién con ella directamente, ya que era demasiado pequefia. Como buen docente de
matematicas encontré rapidamente una solucién, con la ayudad de un cordel, cort6 un tramo
equivalente al ancho del televisor, con dicho tramo de cordel, se ayud6 para obtener la medida del largo
mediante una expresion algebraica, tomando en cuenta que el largo de la television era 19.5 pulgadas

mayor que su ancho.

“Por la forma geométrica y los datos obtenidos de la pantalla” —expreso- “me apoyaré con el
Teorema de Pitdgoras, asignaré a la medida desconocida del cordel la literal x”.

Acto seguido su disefié quedod asi:
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x+19.5"
CONFERENCIA SOBRE | X -
EL CORONAVIRUS 50
X+19.5" Anota la formula que identifica el

teorema de Pitagoras.

De acuerdo con ella y con los datos
de la figura izquierda sustituye
valores

20~

Realiza operaciones y despeja el valor de x

Recuerda que para desarrollar un binomio al cuadrado esté la relacion: (a+b)?= a?+2ab+b?

Una vez sustituido y desarrollado el binomio, elevado el monomio y el término numérico al cuadrado.
¢, Qué resultado qued6? Selecciona:

a) x?+x?+39x —380.25 = 2500

b) x2+ x? —39x + 380.25 = 2500

c) x?+x?+39x + 380.25 = —2500

d) x%+x?+ 39x + 380.25 = 2500

Una vez que identificaste el resultado iguala a cero te queda una ecuacion de segundo grado de la
forma ax? + bx + ¢ = 0.

Se aprecian 4 opciones ¢ cual de ellas es?, subrayala.

a) 2x?—39x—2119.75=0 b) 2x%+39x —2150.55=0

c) 2x%+439x—2119.75=0 d) 2x%?—39x—2150.55=0

DGETI ACADEMIA NACIONAL DE MATEMATICAS ‘W



GEOMETRIA Y TRIGONOMETRIA: APRENDIZAJES ESENCIALES @0

Notards que en la vida practica es muy comun que aparezcan cantidades con decimales, utiliza la
formula general para encontrar el valor de x empleando 3 decimales para un poco de mayor precision.
Una vez resuelto el valor de x es:

a) x = 23.18 b) x = 24.234 c) x = 23.898  d)x = 24.358

Finalmente, el docente pudo conocer la medida del largo y el ancho.

Ancho Largo

Pero como la pulgada es una unidad de medida del sistema inglés, las quiso convertir a centimetros

para tenerlas en una unidad de medida del sistema métrico decimal.

o
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2.1.3 Uso de las razones trigonométricas y sus inversas en la solucién de problemas

Introduccion

En el apartado anterior aprendiste a encontrar las medidas de los lados
faltantes de un triangulo rectangulo utilizando el teorema de Pitagoras. Una mente @
b

curiosa se preguntaria como se pueden calcular los &ngulos y que informacién se debe

tener para poder hacerlo. De hecho, para resolver un triangulo cualquiera, es decir,

para calcular los lados y/o angulos. Sin embargo, como en un triangulo rectangulo ya

se conoce el angulo recto, basta con tener informacién sobre otros dos elementos,

para calcular los faltantes. .
Cuando conocemos dos lados, podemos calcular la medida del otro con el teorema

de Pitagoras. ¢ Pero qué pasa si solo tengo la medida de uno de los lados? Para poder calcular uno de

los lados faltantes debo conocer un angulo agudo y usar la razén trigonomeétrica apropiada para de alli

despejar el valor pedido.

A . : . ,

Ejemplo 1: Considera el triangulo de la figura donde se conoce el

angulo B=60 grados y la hipotenusa c= 20 unidades.

Si quiero calcular el cateto a, ya no puedo usar el Teorema de
Pitdgoras. Por tanto, debo usar una razon trigopnométrica. ¢ Cuél es la
apropiada? La razén que usemos debe involucrar a la hipotenusa y al
cateto a, que es adyacente al angulo B.

¢,Cuales son las razones que involucran estos dos elementos?

hipotenusa

cateto adyacente

Las razones son y Su reciproca

hipotenusa cateto adyacente’

u

ce Anteriormente, establecimos que cada una de las razones en el

triangulo rectdngulo, tienen un nombre para cada angulo agudo. Una

es el coseno B y la segunda es la secante B. Si usamos el coseno B.

cateto adyacente

cosB = en esta razoén sustituimos los valores conocidos.

hipotenusa
cos 60° = % enseguida despejamos a: 20(cos60°) =a

P
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Usamos la calculadora para sacar cos 60° = 0.5
de donde resulta que a = 20(0.5)
a=10

Entonces el cateto a mide 10 unidades.

S

Como ahora ya conocemos la medida de a y ¢, dos de los lados, podemos calcular el cateto b con el

teorema de Pitagoras.h = Vc? — a?

b =202 - 102
b =400 — 100
b =+/300
b =17.32

También podriamos haber calculado b, con una razén trigpnométrica de cualquiera de los angulos

agudos ya gue el angulo A, por ser complementario del &ngulo B mide A = 90 — 60 = 30°

Si consideramos al cateto b como el opuesto del &ngulo B y consideramos la hipotenusa, entonces la

razon apropiada para usar en el calculo de b es el seno B.

cateto opuesto

sen B =

hipotenusa
Sustituyendo valores:
sen 60 = i
20
Despejamos b: b = 20(sen 60)

b = 20(0.8660) = 17.32
Observa que nos da el mismo resultado.
Ahora consideremos, el caso en el que se conocen dos lados (y el angulo
recto), para hallar la medida de los angulos agudos. El tercer lado se puede hallar

con el Teorema de Pitagoras, como ya lo practicaste en el tema anterior.

Para calcular angulos, se requiere introducir una operacion inversa a

obtener los valores de las razones trigonométricas de un angulo.
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Ejemplos de obtencion del valor de una razén:

Sen30°=0.5 significa que al comparar la medida del cateto opuesto con la hipotenusa
de un tridngulo con &ngulo de referencia de 30 grados este es la mitad de
la medida de la hipotenusa.

Tan45° =1 significa que el cateto opuesto y el cateto adyacente en
un triangulo con un angulo de 45 grados, mediran lo

mismo, porque la razén es 1.

Ahora, ¢,qué pasa si conozco la razén, pero quiero el &ngulo correspondiente?

Para ello debemos utilizar la funcién inversa de la raz6n que conozcamos.

Por ejempilo:
e Silarazoén o cociente entre el cateto opuesto y el cateto adyacente es 2. El angulo A

correspondiente a esta razén, usando la calculadora es:

A = tan™1(2) = 63.435°

e Sjel seno B=0.5640, entonces:

B = sen™1(0.5640) = 34.333°
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e Sjelcos A=3/5, entonces:

A =cost (g) = cos~1(0.6) = 53.130°

Resolvamos el triAngulo mostrado en la

ilustracion.

En este triangulo se proporcionan dos lados del
triangulo. Aprovechando esa informacion para
calcular el angulo A, vemos que conocemos su

cateto adyacente b y la hipotenusa.

Entonces, la raz6bn que debemos emplear

cateto adyacente

es: —————— que corresponde al coseno A.
hipotenusa
b 5
El valor del cosenoA = =5 0.416667.

Con el valor de la razon del coseno del angulo A, podemos ya calcular la medida de A, como lo hicimos
anteriormente:
A = cos™1(0.416667) = 65.3757 grados
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S

Actividades de Apertura

1. Resuelve los siguientes ejercicios mediante razones trigonométricas inversas:

a) Del siguiente triangulo encuentra:

b) ¢ Cuél es la medida del &ngulo £?

C
C
1) La medida de za
§
b =
2) La medida de 2f a=9
@
a A c=8
B
A c=5
c) ¢ Cudl es la medida del G d) Del siguiente triangulo encuentra:
angulo 67?
1) ta = 2) LB = 3) 260 =
b
a=114
5AB
Ac=3

e) ¢A qué distancia de la base de un edificio debe
situarse una escalera de 5 metros de longitud,
para que alcance una altura de 3 metros?

f) Cuando se usa una escalera, por seguridad, el
angulo de inclinacion con respecto del piso no
debe ser mayor de 70 grados. ¢ Es seguro usar la
escalera para la situacion del ejercicio 5?
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N

&P

1. Resuelve los siguientes ejercicios con los temas revisados hasta este momento:

a) Se sabe que Sen 6 = 0.85, encuentra la medida del angulo 6.
b) Se conoce que Cos 6 = 0.5, encuentra la medida del &ngulo 6.
c) Se sabe que la Tan 6 = 1, encuentra la medida del angulo 6.

d) De un tridngulo rectangulo se conoce la medida de los catetos. El cateto mas pequefio mide 3cm y
el mas grande mide 4cm. Calcula las medidas de los tres 4ngulos:

e)- Encuentra la medida del angulo 6 de la siguiente figura: C

b 8,

2
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2. Contesta cada inciso solicitado con la siguiente figura:
a) Escribe sobre el triangulo las siguientes medidas:
Para el cateto mas pequefio:  6cm

Para el cateto mas grande: llcm

b) Calcula la hipotenusa del triangulo:

c¢) Calcula los tres angulos de la figura: |

3. En los problemas siguientes dibuja el esquema que los represente y contesta lo que se pide.

a) Desde la parte mas alta de una torre de 50 metros de altura se observa una lancha en un lago. El
angulo de depresion de la lancha es de 35 grados. ¢ A qué distancia de la base de la torre se

encuentra la lancha?

b) La profundidad de una alberca aumenta paulatinamente desde 0.80 metros hasta 3 metros en una

longitud de 10 metros. ¢,Cudl es el angulo de inclinacion del fondo de la alberca?

¢) Un helicoptero de busqueda, que vuela a una altura de 100 metros observa a su derecha un
rinoceronte negro con un angulo de depresion de 45° y a su izquierda un Jeep de los guardaparques

con un angulo de depresién de 30°. ¢, Cudl es la distancia entre el rinoceronte y el Jeep?
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Actividades de cierre

1. Con la resolucién de los siguientes ejercicios se pretende que emplees todos los conocimientos

desarrollados hasta este momento:

a) Considera las
siguientes medidas del

b) Considera las
siguientes medidas del

triangulo: triangulo:
a= 34cm b=21cm
b= 27cm c=20cm

Calcula lo siguiente:

Calcula lo siguiente:

A

¢, Cual es la medida del cateto faltante?
¢ Cual es la medida de la hipotenusa?

¢, Cudl es la medida del za?
¢, Cual es la medida del za?

¢,Cudl es la medida del 237
¢ Cual es la medida del £8?

¢, Cual es la medida del 267
¢, Cual es la medida del 267

¢, Cuanto es el Cos B?
¢,Cuanto es la Tan B?

¢, Cuanto es el Sen 687?
¢ Cuanto es el Sen 0?
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[G]E Actividades de contexto o Transversales

1. Se desea construir un plano inclinado de madera, para subir carretillas con mezcla de cemento
hasta una altura de 1.5 metros. La distancia horizontal desde donde empieza a elevarse, hasta la
parte mas alta, es de 4 metros y el ancho es de 1 metro. La superficie de rodadura del plano sera
una plancha de triplay de 3 de grosor. Las partes donde se apoyard el triplay (superficie de
rodadura) seran tres armazones iguales al que se muestra en la figura. Dichos armazones se
haran con barrotesde madera de 2x2 pulgadas. Los barrotes verticales del armazon estaran
espaciados medio metro. (La figura 1.6 solo muestra las posiciones de los barrotes no la cantidad

de estos).

a) Calcula la medida de los angulos que forman los barrotes transversales del armazon

de soporte.

b) ¢Cuanto debe medir el &ngulo de inclinacién del plano inclinado para que alcance

una altura de 3 metros?

c) ¢Cuanto mide la longitud de la superficie de rodado del plano?

Figura 1.6. Armazoén de apoyo del Plano inclinado.
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2.1.4 |ldentidades bésicas a partir de las razones trigonométricas

Introduccion

De las actividades anteriores aprendiste las definiciones de las razones trigopnométricas de cualquier

angulo agudo en el triangulo rectangulo:

cateto opuesto cateto adyacente cateto opuesto

Seno A = — , Coseno A = - , Tangente A = ————,
hipotenusa hipotenusa cateto adyacente
cateto adyacente hipotenusa hipotenusa
Cotangente A = L0 ACYAren  Secante A = —E2% - Cosecante A = —bo 50
cateto opuesto cateto adyacente cateto opuesto

A partir de estas razones podemos determinar relaciones de igualdad entre ellas
llamadas identidades. Una identidad trigonométrica es una igualdad algebraica entre
razones de un mismo angulo que se verifican para un namero infinito de valores que
se atribuyan a dicho angulo. Las identidades trigonométricas nos permitiran modificar

una ecuacion para que sea mas sencillo resolverla.

Las razones reciprocas nos permiten obtener las identidades trigonométricas basicas directamente de
las definiciones anteriores. Recordemos que las razones se expresan directamente como fracciones.

Ademas, una fraccion multiplicada por su reciproca nos da como resultado uno. Por ejemplo:

., ., , 4 3 4 12
Fraccion: su fraccion reciproca: 5 su producto: (Z) (—) =—==1

3
4 3/ 12

Si aplicamos esto a las definiciones de razones trigonométricas obtendremos las identidades
mencionadas.

Observa que (Sen A)(CscA) = 1, porque segun las definiciones, las fracciones que nos dan su valor

son reciprocas, es decir

cateto opuesto . cateto opuesto cat.o hi
Sen = SZE09PMET0 g reciproco: Csc = S PPRE0 gy producto: (—p) (—p) =1
hipotenusa hipotenusa hip cat.op

-
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Otras formas de expresar esta identidad son despejandola para el seno o para la cosecante.

., 1
Send = — o también CscA = —.
CscA SenA

Una utilidad directa de esta identidad se tiene cuando necesitamos calcular valores
de la cosecante de algin angulo. Por ejemplo, si queremos calcular cosecante 50°
tenemos el problema que la calculadora no contempla esta funcion trigonométrica.

Pero como si tiene el seno, entonces:
1 1 1

CscA = = =
SenA Sen 50 grados 0.7660

=1.30541

aadl Ea,

Actividades de Apertura

1) Identifica otras razones que sean reciprocas y encuentra una expresion para la identidad que definen.

2) Utiliza las identidades anteriores para calcular los siguientes valores de funciones trigonométricas
de &ngulos medidos en grados:
a) Sec 20° b) Cot 70° d) Csc 75° e) Sec 50°
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P>

1. Considera las razones equivalentes al seno Ay coseno A dadas en las definiciones y efectla

. . . A A
las siguientes divisiones: =~ === y =2

cosA 7 senA’

2. A partir de los resultados de las divisiones anteriores establece las identidades resultantes.

3. Utiliza las identidades anteriores para calcular lo que se te solicita a continuacion:

a) Elvalorde tanA + cotA en funcién de senos y cosenos.
b) Elvalor de secA + tan?A en funcién de senos y/o cosenos.

c) Una expresién equivalente a sec2A — tan?A.

., . A
d) Una expresién equivalente a % tanA.
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1. Utilizando las identidades tratadas hasta aqui y para cada una de las siguientes igualdades,
simplifique ambos miembros hasta que solo queden las funciones seno y coseno en cada

expresion sin posibilidad de hacer mas operaciones.

a) Csc@ - Cos O = cotf b) Csc - TanO = SecH c)Cos B (Tan 6 + Cotd) = CscH
Cos 6 Tanf+SecH-1 Sec? §—Tan?0+Tan @
d) SecO —Tan@ = Trsond e) Tamf—Secoil Tan 8 + Sec 6 f) Socd = Senf + Cos 0

2. En las ecuaciones simplificadas del apartado anterior, sustituya un valor para el angulo e y calcule
el valor de cada lado de la igualdad. Las igualdades mostradas, ¢, Son identidades o son ecuaciones?
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2.2 Funciones trigonométricas en el circulo unitario y circulo general.

Introduccion

Cuando trabajamos con triangulos rectangulos, los angulos que utilizamos tienen medidas que

se contemplan entre 0 y 90 grados. Si los triangulos involucrados en nuestro problema son
oblicuangulos, las medidas de los dngulos a lo sumo son de 180 grados. Mas aln, existen situaciones

en las cuales los angulos pueden tener cualquier medida, incluso con valores negativos.

¢, Como podemos calcular los valores de las funciones trigopnométricas de angulos mayores de 90
grados? Primero que nada, debemos de conocer los elementos del sistema de coordenadas

cartesianas o rectangulares.

El plano cartesiano

En un sistema bidimensional o de dos dimensiones, las posiciones de cada uno de los puntos que son
representables en el plano estan dadas por un par de coordenadas P(x.y), una que corresponde al eje
horizontal conocido como de las abscisas (x), y otra que corresponde al eje vertical que también se
nombra como el eje de las ordenadas (y). Se considera su centro u origen, el cual se utiliza como una
posicion de referencia y tiene la caracteristica de que se emplea para indicar la posiciéon en que se

encuentran las cantidades positivas o negativas

YJL
s |
e e e Py P
sistema coordenado, 2
sistema de coordenadas 1
rectangulares o]

simplemente plano.

Figura 2.1 Signo que adopta cada una de las coordenadas, de acuerdo con su
posicién respecto al centro.

P
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Es de particular interés, conocer la forma en que ubica un punto en el plano, la forma mas sencilla de
ubicar un punto es verificar el signo de la primera coordenada x que describe al punto, si es positiva
se ubicara a la derecha del origen, en caso contrario se localizara a la izquierda, lo mismo sucedera
con la segunda coordenada y, en este caso las cantidades positivas se ubican en la parte superior y
las negativas en la parte inferior. Con esta idea y a manera de ejemplo se ubicaran los siguientes
puntos:(2,3), (-3,2), (-2,-3) y (3,-2).

(2, 3) Al ubicar un punto en
el plano cartesiano se
describe un rectangulo
con los ejes
coordenados, que se
han resaltado en la
Fig.2, de ahi que el
plano se conoce
P RN RN R : también como sistema
de coordenadas
(-2, -3) rectangulares

-4

Figura 2.2 Localizacién de puntos en plano cartesiano

El plano cartesiano, como es el resultado de dos ejes que se cruzan perpendicularmente en un
punto, esta dividido en cuatro regiones, a estas regiones se le conoce como cuadrantes y se
distingue por el signo de los pares de coordenadas que se pueden representar en ellas. Cuando se

localiza un punto en el plano cartesiano, se forma un rectangulo con el eje coordenado.

Cuando se localiza un punto en el plano, se Cuadrante I Cuadrantel .

necesitan ubicar sus coordenadas !

rectangulares y al trazar una linea de las g

coordenadas de un punto localizado al centro u

origen de éste, se forma un triangulo rectangulo. R URRNE JRMMECRRA L {RRNREIRRRE.

=2

3 Cuadrante IV
Cuadrante Ill

Figura 2.3 El triangulo rectangulo en su posicion normal en sus cuatro cuadrantes.

P
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Ahora que ya conocemos el plano cartesiano, consideremos un circulo de radio 1, llamado circulo
unitario con centro en el origen del sistema de coordenadas rectangulares. Si localizamos puntos
cualesquiera sobre la circunferencia (uno en cada cuadrante) y dibujamos angulos en posiciéon normal
0 estandar, es decir, que su lado inicial coincide con el semieje X positivo y el lado terminal sea la
semirrecta que une el origen con cada uno de los puntos sobre la circunferencia nos daremos cuenta
de que podemos considerar &ngulos cuya medida puede ir desde 0 hasta 360 grados. Nombremos 6
al angulo asi formado. Si la direccion en que medimos el &ngulo es en sentido contrario a las manecillas
del reloj el angulo 8 se considera positivo y negativo en sentido contrario. Incluso podemos considerar
valores de 6 mayores de 360 grados si consideramos que giramos alrededor del perimetro del circulo

el nimero de vueltas que queramos

) | Cuadrant Il Cuadrante
cje Y eje Y EjeY

6= 180+a

=3

8 ‘
° eje X : gje X /_\ /\ e
N 0 E | i 0 A \ Q a
$=360-a

P O (xy)
1] P{ﬁadrante IV Cuadigante

Figura 2.4: Las posiciones del angulo 0 y el angulo auxiliar a en los cuadrantes.

¢, Como podemos calcular los valores de las funciones trigonométricas de los
angulos que no son ya parte de un tridngulo rectangulo? ¢Pudiéramos usar lo
aprendido sobre las razones trigonométricas en el triangulo rectangulo para conocer
la de estos?

Para aprovechar lo que ya sabemos de las razones trigonométricas,

pongamos atencion a los triAngulos rectangulos que se forman en cada cuadrante.

En la figura se muestra el triangulo rectangulo correspondiente al cuarto cuadrante.

aln e

Observa que a es el angulo que se forma entre el lado terminal del angulo 6 y el
semieje X, mas cercano a ese lado terminal. La hipotenusa coincide con el radio por lo que siempre
tendré el valor de 1, por ser el radio del circulo unitario. Ademas, los catetos mediran lo mismo que las
coordenadas del punto sobre la circunferencia. El cateto adyacente siempre medir4 el valor de la

coordenada en X, el cateto opuesto tendra como medida el valor de la coordenada en Y.
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Eje X

05

(ey)

IV Cuadrante

Entonces, si calculamos las razones
trigonométricas del angulo alfa podemos relacionar los
valores de estas con las razones del angulo theta, se
deben respetar los signos de las coordenadas del punto
por donde pasa el lado terminal del angulo. Para la
figura mostrada, donde 6 se encuentra en el cuarto
cuadrante expresamos las razones para el angulo a

, X
asi: sena = %, cosa=7, tana = %, en donde las

coordenadas x, y se toman siempre positivas porque a
en su posicibn normal seria un angulo del primer
cuadrante y todos los angulos cuya medida esta entre

0y 90 grados (0 y /2 radianes) tienen valores positivos

paratodas las funciones trigopnométricas. Para el Angulo 0, las funciones trigonométricas seran: sen 6 =

4
11

cosezf, tan@=%ded0ndey=sen9yx=cost9

Pero observa algo importante, aqui se debe tomar el signo de las coordenadas x,y de acuerdo

al cuadrante donde esta el lado terminal del &ngulo 8. De acuerdo con lo anterior; los valores del coseno

y el seno del angulo theta son los valores de las coordenadas x y y (respectivamente) del punto P,

tomadas con el signo correspondiente

De esta manera, el valor absoluto de los valores de las funciones

trigonométricas del &ngulo a y el angulo 8 es el mismo, lo que significa que
la Unica diferencia en esos valores puede ser el signo, de acuerdo con el signo

de las coordenadas del punto que el lado terminal del angulo 8 toque en la

circunferencia del circulo unitario.

De lo anterior, se observa que en el circulo unitario: y =sen8yx =cos 0 :

Si consideramos un circulo con radio diferente de 1, entonces las funciones  «fm Bl

trigonométricas de 0 seran:

sen9=¥, cosBzg, tanH=xldedondey=rsen6yx=rcosl9
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Ejemplo: Considere el angulo en posicion normal 6=315°.

1) ¢En qué cuadrante queda su lado terminal?
2) ¢Cual es la medida de su angulo auxiliar?
3) ¢Cuadles son las coordenadas del punto donde toca al circulo unitario?
4) ¢Cudles serian las coordenadas del punto donde su lado terminal toca a un circulo con centro en
el origen de r=87
5) ¢Cual es la medida de un angulo negativo coterminal al &ngulo dado?
Soluciones:
1) Cada cuadrante comprende un angulo de 90 grados. Si dividimos 315 entre
—_—
90 obtenemos 3.5, lo que indica que es un angulo que esta mas alla del tercer )
cuadrante, es decir, en el cuarto cuadrante, porque al ser positivo, se mide en '
sentido contrario a las manecillas del reloj. Si el &ngulo fuera negativo, -315°,
se mediria en sentido contrario y el lado terminal quedaria en el primer n
cuadrante.
ads wha
2) Al quedar el angulo 6 en el cuarto cuadrante, el angulo auxiliar a seria
360° - 315° = 45°
3) En el circulo unitario la coordenada en x es el valor del coseno del angulo 8 y la coordenada en y

es el seno 6.
X = Cos 315° = 0.7071 y = Sen 315° =-0.7071

Observa que si calculas el seno y coseno del angulo auxiliar a=45°, el valor absoluto seria igual a los

valores de seno y coseno de 315°.

4)

En este caso, si el circulo ya no es unitario, es decir de r=1, sino de r=8.
X=r cos 6= 8 cos 315°=8(0.7071)=5.657

y=rsenf= 8 sen 315°= 8(-0.7071)=-5.657
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5) Un angulo coterminal a otro es el que termina en la misma posicion, en este caso si tenemos que
girar en sentido de las manecillas, empezando en el semieje x positivo, tendriamos que avanzar
solo 45° en sentido horario. Por lo tanto, un angulo coterminal al &ngulo que mide 315° es -45°. Si
nos pidieran otro angulo negativo coterminal, bastaria con dar una vuelta completa mas en el
sentido de las manecillas para llegar al lado terminal de 6 de nuevo, entonces otro angulo coterminal
negativo seria —(360°+ 45°) = -405°. Es importante que sepas que todos los &ngulos coterminales

tienen los mismos valores de sus funciones trigonométricas. Es decir:
Sen 315° = Sen (-45°) = sen (-405°)

Lo mismo ocurre para las demas funciones trigopnométricas.

Actividades de Apertura

1. En el sistema de coordenadas rectangulares representa los siguientes angulos y sus respectivos

angulos auxiliares: Utiliza un sistema para cada angulo y su angulo auxiliar:

a) 130° b) 250° c) -20° d) 320° e) 500° f) -460°.

2. Para cada uno de los angulos del apartado A y sus angulos auxiliares, calcule las funciones

trigonométricas Seno, Coseno y Tangente.
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@@} Actividades de Desarrollo

1. Considera que X, y son las coordenadas de puntos que forman parte de una circunferencia de radio
1 y ademas son puntos del lado terminal del &ngulo 6 en posicién estandar. Completa la informacién
faltante en la tabla que se muestra a continuacion.

X y Sen Cos Tan 0 (grados) | © (radianes)
2
5
3
4
V2
2
1
2
3
5
_1 V3
2 2
2 5
3 3

2. Para cada angulo 6 del apartado A, en posicién normal y cuyo lado terminal corta una circunferencia

con centro en el origen de radio 5, calcula las coordenadas del punto que queda sobre la circunferencia
y el lado terminal.
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1. Considera que X, y son las coordenadas de puntos que forman parte de una circunferencia de radio
r y ademas son puntos del lado terminal del angulo 6 en posicion estandar. Completa la informacion

faltante en la tabla que se muestra a continuacion.

10
g V2
2
5 !
2
-12 -1
-6 -8
12 240

Debido a la cuarentena por la Pandemia de Coronavirus, un alumno del CETis 128, de Nogales
Sonora se encuentra aburrido. Melancélicamente da vuelta a la llanta de su bicicleta, la cual tiene un
radio de 14 pulgadas. Se imagina yendo raudo y veloz a la tienda de Tofio, entre otras cosas. Al verlo
sin ocupacion, sus padres solicitan al maestro de Matematicas, por medio del WhatsApp, que le envie
algun problema para que el pobre muchacho no caiga en depresion.

Aqui estan algunos problemas que le envié el profesor:
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1. Silatienda de Tofo esta a 300 metros de distancia y en tu bicicleta puedes viajar a 40 km/h.

a) ¢Cuanto tardaras en hacer el vigje de ida y vuelta a la tienda?

b) ¢Cuantas vueltas dard cada una de las llantas para hacer el viaje?

c) ¢Cual seria la medida del &ngulo auxiliar a correspondiente al angulo #barrido por la llanta?

d) Si antes de empezar el viaje, te aseguras de que el pivote de la llanta esta en la posicion del
lado positivo del eje X, considerando que el eje o centro de la llanta esté en el origen del sistema
de coordenadas, ¢,a qué altura del piso queda el pivote cuando terminas el viaje a la tienda?
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2.3 Signos de las funciones trigonomeétricas en los cuadrantes del sistema de
coordenadas rectangulares

Introduccion

Como ya tratamos anteriormente, las coordenadas de los puntos de una circunferencia de radio 1 con
centro en el origen, se corresponden con los valores del coseno y el seno de los angulos en posicion
normal. Como las coordenadas de esos puntos tienen un signo positivo 0 negativo segun el cuadrante
del sistema de coordenadas al que pertenezcan, descubrimos que las funciones trigonométricas
pueden ser negativas o positivas de acuerdo con el cuadrante donde queda el lado terminal del &ngulo
0.

En las siguientes imagenes se muestran los signos de las funciones trigonomeétricas en cada cuadrante:

Pix.y P(-x.y)

5 5

Cuadrante I: Cuadrante II:

Las funciones trigonométricas seran positivas El signo de la abscisa X es negativo y la
porque la abscisa X y la ordenada Y son positivas ordenada Y es positivo. Las funciones son:
sen9=% — senf =+ sen9=% — senf = +
c059=% — cosf =+ 0056=% — cos B = —
ta“r19=M — tan 6 = + tané?=M — tan 6 = —

x(+) x(=)
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o

P(-x.y)

Cuadrante lll:
El signo de la abscisa X es negativo y la

ordenada Y es negativo. Las funciones son:

_y=)

senf =—= — senf = —
T(+)

cos 0 = *() — cos 0 = —
r(+)

tan 0 = Y — tan 0 = +

=

Q)

Cuadrante IV:
El signo de la abscisa X es positivo y la

ordenada Y es negativo. Las funciones son:

_ )

sen @ = - senf = —
r(+)

cosg =28, cos 6 =+
r(+)

tang =22 tan 0 = —
x(+)

Como ya hemos dicho anteriormente, el signo de las coordenadas en X y y en los cuadrantes,
corresponde al signo del coseno y el seno de e respectivamente. Si utilizas las identidades, a partir de
los signos anteriores puedes encontrar los signos de todas las funciones. Sin embargo, te los

mostramos en la siguiente tabla.
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Para repasar: https://es.khanacademy.org/math/basic-geo/basic-
geo-coord-plane/coordinate-plane-4-quad/v/plot-ordered-pairs

KHAN

ACADEMY

Actividades de Apertura

Localiza en el plano cartesiano los puntos A (-3,1) y B (2,1), ubica el punto C de tal manera que se
forme un triangulo rectangulo. Compara tu respuesta con la de tus compafieros y reflexiona ¢ Por qué

existe un numero ilimitado de respuestas para este ejercicio?

Completa los siguientes enunciados segun tus conocimientos adquiridos:

1. La funcién seno solo es en los cuadrantes , en los demas

cuadrantes es

2. La funcion solo es positiva en los cuadrantes , Y negativa en

los cuadrantes

3. La funcion tangente solo es en los cuadrantes , en los

demas cuadrantes es

4. La funcién cotangente solo es positiva en los cuadrantes y negativa en los
cuadrantes
5. La funcién secante solo es positiva en los cuadrantes y negativa en los
cuadrantes
6. La funcién cosecante solo es positiva en los cuadrantes y hegativa en los
cuadrantes
Y
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1. Llena la siguiente tabla, indicando el signo de las funciones trigonométrica de los angulos

indicados.

2. Indica si son correctos los signos de las siguientes funciones:

a) Sen 30° ==

d) Sec 240° = -2

g) Csc 135° = —/2

j) Sec 300° = -2

V2

b) Cos 45° = - c) Tan 60°
e) Cos 225° = 22
h) Cos 150° = — 2 i) Tan 120°

3

f) Cot 210°

- V3

- V3

3

ot

3) Grafica los siguientes puntos: Calcula el valor de las relaciones trigonométricas para cada uno de
ellos e indica los signos correspondientes. A (3,1), B (2,3), C (-2,-4), D (4,4)

DGETI
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4) El punto (-8,5) esta sobre el lado terminal de un angulo 6, en posicion normal. Determina el valor y

los signos de las funciones trigonométricas para dicho angulo.

©

Observa el plano y realiza lo que se te indica:

1) Localiza las coordenadas de los puntos A, B, C,

2)

y Dy calcula las medidas de los angulos a y 6.

-X

-
Sl
-
- B
. -
A
105, T 5
] \\ ”;'(
. ~ -
~ - - |
-~ -
1 N 3
.t-l)-ll;(\_]xstvcx
| '1 e
g o0 -
' 7 ~ |
7 S
ca-_L o0
Y
<
v

El Punto B, esta sobre el lado terminal del &ngulo 6 en posicién normal. Determina el valor y los

signos de las funciones trigonométricas de 8. También determina la medida de 6.
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3) El punto C esta en el lado terminal del angulo 8 en posicion

normal. Determina el valor y los signos de las funciones g

trigonométricas de 6. y escribe la medida de dos angulos 4
coterminales de 6, uno positivo y otro negativo. i "
o

X3 === | l::\.\f .1| .....

:{; E

1 L i

t“ ==t

L

v

4) Halla el sen 0, si cos 6 = - (4/5) y tan 6 es positivo.

Arte Cartesiano. Dibuja los puntos en el orden dado y Unelos con segmentos.
1, -3), (5, -4), (4,-3), (9, 1), (7, 2), (8, 5), (5, 4), (5,5), (3,4), (4,9), (2, 7), (0, 10), (-2, 7), (-4, 8),
(-3, 3), (-5, 6), (-5, 4), (-8, 5), (-7, 2), (-9, 1), (-4, -3), (-5, -4), (0, -3), (2, -7), (2, -6), (1, -3)
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Ejemplo donde se aplica el plano cartesiano.

LI L]

|

"

5 \ \ o \ ‘ |
. g ‘

" 480 160 140 120 100 80 60 40 20 O 20 40 ©0 80 100 120 140 160 180
oesTe — —_— osTe

Figura 2.5. Mapa de husos horarios en el mundo. Martinez, (s/f)

Obtén coordenadas latitud y longitud en Google Maps

Si necesitas las coordenadas de algun lugar, puedes obtenerlas directamente en la aplicacion Google
Maps. Toca sobre el punto o lugar y apareceran en la parte superior. A partir de alli puedes copiar,
guardar o compartir esas coordenadas, también sirven para posicionar una antena satelital y para
ingresar las coordenadas de una casa en el software flux. También puedes necesitarlas si estas
rastreando tu mévil o revisando tu registro de ubicaciones en este servicio de mapas (ANDRIOD JEFE).

Localiza las coordenadas de tu casa y pega la imagen en tu libreta.
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s — ————
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[ >

o Decimales

Secagenmales

Figura 2.6. Ejemplo de coordenadas en Google Maps, ANDROID JEFE (2018)

Problema 1

Un Topografo determina las coordenadas de los vértices de un terreno poligonal, medidas en cientos
de metros. Los puntos registrados son los siguientes:
A (_514)1 B (_2!6)1 C (61_3) y D (4’8)

Representa graficamente el terreno.

Calcula la distancia desde el origen hasta cada uno de los vértices del terreno.

Calcula la direccion en que debes caminar para llegar del origen a los vértices del terreno., Considera
que la direccién esta dada por el angulo menor de 180° que forma el Norte con la recta que une el
origen con cada uno de los vértices del terreno. Ejemplo de direccion: 20° NE significa: 20 grados
desde el norte hacia el este.

Problema 2 (Reto)

Considera que Nueva York y Londres estan ubicadas a la misma latitud. Utilizando la informacién del
radio de latierra y lo aprendido hasta ahora, calcula distancia aproximada que separa las dos ciudades,

especificando cada uno de los razonamientos seguidos en tu estrategia de solucion.
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2.3.1 Identidades pitagoricas y relaciones entre las funciones trigonométricas en el circulo

Introduccion

Las identidades trigopnométricas son relaciones entre las funciones trigonométricas que son

vélidas para un gran nimero de valores de los angulos considerados. Un grupo de identidades
fundamentales, llamadas pitagoéricas, se deducen a partir de las propiedades del circulo unitario.

Hemos dicho que, en el circulo unitario, las coordenadas de
un punto sobre su circunferencia de asocian con los catetos del p (X)
triangulo rectangulo que tiene como hipotenusa el valor de su radio,
es decir, 1. Si observamos la figura 2.7 y aplicamos el teorema de y

Pitagoras y las definiciones de las razones trigonométricas para el
6=a

seno y el coseno, se tiene:

x2 + y2=1 ,C0s0 =x ,senf =y

Figura 2.7: Deduccion de las identidades pitag6ricas

Enseguida, Sustituyendo los valores de x e y en el teorema de Pitagoras resulta:
(cos 8)*+ (sen 8)* = 1, 0 en notacién simplificada, cos* 8 + sen*9 = 1

La identidad anterior nos dice que para cualquier valor de 8 o angulo de cualquier nombre, sin?0+cos?0
esigual a 1.

A partir de ella, mediante procedimientos algebraicos y otras identidades basicas ya tratadas, podemos
encontrar nuevas identidades, muy utiles en la solucion de problemas.

Si dividimos ambos miembros de la igualdad anterior entre cos?6 tenemos:

cos?0  sen?6 1

cos?260  cos?6 cos?2 6’

senf
como sabemos que =
cos6

1
tan6y e = Sec 6 entonces:

1 + tan®0 = sec?’0
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Sirepetimos todo el procedimiento anterior, ahora dividiendo la identidad original entre sen26,y usando

las identidades basicas apropiadas, llegamos a
cot’0 + 1 = csc?0

A estas tres expresiones y cualquiera derivada de ellas por el despeje de algun término se les llama
Identidades pitagéricas.

Son utilizadas frecuentemente en célculos técnicos, también se encuentran aplicadas en las maquinas
qgue manejan el ritmo cardiaco en los hospitales, se usan en las profesiones de la construccion,

topografia e ingenieria y ciencias en general.

Anteriormente hemos mencionado constantemente la relacion entre el angulo 6 y el &ngulo auxiliar a.
Sabemos que a es siempre un angulo entre 0 y 90 grados. Conociendo el valor de alguno de ellos,
podemos encontrar el valor del otro usando las identidades adecuadas para cada cuadrante,
sabiendo que la coordenada en x es el valor del coseno y la coordenada en y es el valor del seno en
el circulo unitario.

Las relaciones se muestran en la siguiente tabla.

| cuadrante [l cuadrante Il cuadrante iv cuadrante
seno senf =sena | sen =sen (180 —a) | sen 8 = sen (180 + a) | sen 8 = sen (360 — a)
senf =sena senf = —sena sen 8 = —sena
coseno cos 0 = cosa cos 0 = —cosa cos 0 = —cosa cos 0 =cos a

Para repasar: https://es.khanacademy.org/math/algebra-home/alg-

trig-functions/
alg-pythagorean-identity/a/pythagorean-identity-review

KHAN

ACADEMY
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@

1. El valor del seno de un angulo es -0.8450. Utilizando las identidades trigonométricas conocidas hasta
aqui, calcula el valor del coseno y la tangente del angulo y dos posibles medidas de dicho angulo

2. Un punto sobre una circunferencia de radio 6 y centro en el origen tiene coordenada x= - 3.5, Calcula
las otras posibles coordenadas del punto y las medidas de e y alfa.

P>

1. Demuestra que la identidad pitagorica Tan 260 + 1 = Sec 26, con base en el teorema de Pitagoras y
el circulo unitario.

2.SilaCot 0 = g calcula:

a) Los valores de la tangente, seno y coseno.
b) Las coordenadas de un punto situado sobre una circunferencia de radio 4.

c) La medida del angulo 6.
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1. ;Crees que las personas que disefian y hacen piezas de autos utilizan las funciones trigonométricas?
Menciona 3 ejemplos de cémo y/o para que se pueden usar.

sen 0

2. Usa tu calculadora para comprobar las identidades siguientes: Sen 26 + Cos 260 = 1, tanf =
para los siguientes valores de 6:

90°, 50°, 120°, 150°, 210°, 300°
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t}lE Actividades de contexto o Transversales

Discute con tus compafieros sobre la aplicacion de las funciones trigonométricas a alguna problemética

de tu entorno. Asimismo, planteen situaciones a las que se podrian enfrentar y propongan una solucion.

Utiliza las TIC’S para investigar, ejemplos de aplicaciones en la vida cotidiana de las funciones

trigonométricas.

Representacion grafica de forma
trigonométrica de La variacdn del
voltaje cardiaco,

€l corazén al latir, produce un
cambio én 13 carga eléctrica de
pasitiva a negatha, entre la
superficie exterior y La interior de
este organo.

Figura 2.8: Ejemplo de aplicaciones en la vida cotidiana de las funciones trigonométricas. Netto (2020)

Para consultar. https://www.slideshare.net/Danielalejandrocelic/aplicacin-de-las-funciones-
trigonometricas-en-la-arquitectura

En muchas situaciones que se presentan en los campos de la ingenieria y de la ciencia, las
magnitudes o variables del problema a resolver requieren de analizar el comportamiento de un
angulo. Por lo general, para incluir el angulo, como parte de la expresion mateméatica debemos de

usar las funciones trigonométricas.
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1. La ecuacion de una circunferencia con centro en el origen, en relacion con las coordenadas
rectangulares de sus puntos, esta dada por la ecuacion x? + y? = r2. Si queremos, que la ecuacion
muestre la relacion de los puntos, con el angulo e que forma el radio con el lado positivo del gje X,
¢ Como quedaria expresada dicha ecuacion? Auxiliese con la figura mostrada.

6

f 2. Un rectangulo se haya inscrito en un semicirculo de radio 2.
Observe la figura.
- Determina la expresion del &rea del rectangulo en funcién del

angulo e, siendo este un angulo entre 0 y 90 grados.

Sy - Calcula el area del rectangulo para e =20, 40, 60 y 80 grados.
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'!zii' Ejercicios Adicionales

1. La parte mas baja de una rueda de la fortuna esta a dos metros de altura del suelo. El didmetro de
la rueda es de 20 metros. Las sillas estan igualmente espaciadas y sujetas a un eje sobre la
circunferencia de la rueda y por un soporte recto de acero al centro de la rueda. Cada silla, queda metro
y medio por debajo de dicho eje. Considere el origen del sistema de coordenadas en el centro de la
rueda.

Determina:

a) Las coordenadas que denotan la posicién de los ejes que sujetan las sillas.

b) Los angulos que forman los soportes de los ejes de cada silla, si estos se encuentran soldados al

centro de la rueda.

c) La expresion algebraica para calcular la altura de cualquiera de las sillas de acuerdo con el angulo
gue forma su soporte con el lado positivo del eje horizontal.

d) El valor del &ngulo que forma el soporte cuando la silla esta a 10 metros de altura.

e) La altura de la silla, cuando su soporte forma un angulo de 75 grados con la horizontal.
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2.4 Identidades fundamentales

2.4.1 |dentidades trigonomeétricas y su uso para simplificar ecuaciones trigonométricas

Introduccion

Hasta aqui, tenemos ya un conjunto de identidades a las que se denominan fundamentales, dado que

son la base para encontrar otras mas complejas, como las identidades de la suma y resta de angulos,
del angulo doble, &ngulo mitad, etc.

A continuacion, transcribimos estas identidades.

1.secl = 2. cscl = 3. tan9=; 4.tan9=sen9
cosf@ sen 6 cot@ cosf@
5. cotl = SC:ZZ 6. sen> 0 + cos?0 =1 7. 1+ tan? 0 = sec? 6

8.cot?0+1=csc?6

Ya hemos dicho que las identidades son herramientas necesarias para simplificar procesos
algebraicos en los que se requiere determinar el valor de angulos que definen el comportamiento de
variables que afectan distintos fendmenos que estudia la ciencia, especialmente los que tiene

comportamiento periédico, es decir, que sus valores se repiten en un cierto lapso.

Practicar la simplificacion de expresiones trigopnométricas es un entrenamiento esencial para resolver
ese tipo de problemas.

La principal técnica para resolver ecuaciones trigopnométricas consiste en transformar la ecuacion de
manera que se conserve solo una funcion trigonométrica simple, generalmente el seno o el coseno lo
mas simplificada posible.

Mostraremos algunos ejemplos de esta técnica.

. . secO-csch
Ejemplo 1: Transformar la expresion —————" = sen § — cos 6
secO csc

Observemos que afortunadamente el lado derecho ya tiene solo senos y cosenos.

De las identidades fundamentales sabemos que

1 . . .
secl = ~ Y csch = sustituyendo en el lado izquierdo, tenemos:

sen 6

135
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1 1

cos6 _send _ gon g — cos 6 ahora restando las fracciones del numerador y multiplicando en el

cosf ' Sen6B

denominador:

senf—cos6

—cosesend _ _ son g — cos O enseguida aplicando la ley de las proporciones y cancelando el
cosfsenb
producto del coseno y seno.
sen 6 —cosf = senf — cosf por lo que comprobamos que la expresion es una identidad, ya

gue ambos miembros de la igualdad original fienen el mismn

valor.

Ejemplo 2:  sen@csc — cos?0 = %

Primero sustituimos la csc e por su identidad: il e,
sen® —— — cos? 9 ==+
sen 6 2
Simplificando:

1
1 — cos?6 =3

Como la expresion de la izquierda equivale a sen?e,despejando el seno cuadrado de la identidad 6, se
tiene que:
1
sen?f ==
2
Si sacamos raiz cuadrada a ambos lados de la ecuacién:

senf = \E=0.70710

Y entonces nos damos cuenta de que las soluciones de la ecuacion son los angulos que tengan como

valor del seno 0.70710, es decir:

6 = sen™1(0.70710)
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Decimos que hay varios valores, de theta que cumplen la ecuacién porque recuerden que en el
circulo se pueden generar varios angulos que tengan el mismo lado terminal. Si tomamos solo los
valores que quedan entre 0 y 360 grados, el cual es el periodo de la funcién seno, tenemos que, dado
gue 0 debe tener el valor del seno positivo, y el seno es positivo en el primero y segundo cuadrante,
obtenemos el valor del &ngulo auxiliar alfa para luego determinar los valores de 6.

Por lo tanto, dado que
sen~1(0.70710) = 45°
Las soluciones o valores de theta que quedan en el primero y segundo cuadrante son:

Primer cuadrante: 6 = a =45°
Segundo cuadrante: 6 = 180° — a = 180° — 45° = 135°

Actividades de Apertura

1. Comprueba paso por paso que la siguiente igualdad es una identidad trigonométrica:

2. Comprueba paso por paso que la siguiente igualdad es una identidad trigonométrica:

Sen A+ CosACtg A =CscA

DGETI ACADEMIA NACIONAL DE MATEMATICAS 137



S

GEOMETRIA Y TRIGONOMETRIA: APRENDIZAJES ESENCIALES %

P>

Desarrolla las siguientes identidades trigopnométricas para su comprobacion:

cscf = cosp sen x (1 + cotx) = senx + cosx (1 + tan? B)cosp = secf
tanf + ctgf
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Actividades de cierre

1. Sitienes acceso a Internet, analiza el video de YouTube del enlace
https://www.youtube.com/watch?v=1UIxKAE030k

3 YouTube

2. Copia el desarrollo en tu cuaderno.

3. Verifica las siguientes identidades:

secl sen 6

a) tan Ocot — cos?0 = sen?0  b) =2tanf c) (csca + cota)(csc a —cota) =1

cscl cos @

d)1—ﬂ=cosﬁ

) tan 6—cot @
14+cosp

f) cos’a—sen’a
tan 6+cot @

= sen’6 — cos?*6 —— = cos’a
1-tan“a
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2.5 Resolucidn de triangulos oblicuangulos

2.5.1 Ley de Senos

2.5.1.1 Relaciones para laley de senos

Introduccion

Recordemos que las rectas perpendiculares, aquellas que al cruzarse forman angulos rectos, por otro

lado, las oblicuas no los forman

Perpendicular Oblicuas
De ahi el nombre de los triangulos, aquellos que tienen rectas perpendiculares y un angulo recto se
llama triangulo rectangulo (que lo estudiamos en sesiones anteriores). Los triAngulos que NO tienen
ningun angulo recto los llamamos tridngulos oblicuangulos.
¢ Te has preguntado cémo podemos resolver problemas con aquellos triangulos que no tiene un

angulo recto?
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=4

Observa los siguientes triangulos

¢,Cual de ellos son triangulos rectangulos?

¢,Cual de ellos son triangulos oblicuangulos?
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Te mostraremos las estrategias para resolver triangulos oblicuangulos, supongamos que se
tiene la necesidad de resolver el triAngulo ABC (figura 3). Como se puede observar no tiene un angulo
recto no podemos aplicar las funciones trigonométricas conocidas, pero si le trazamos una altura sobre
el lado que sirve de base, observaremos que convierte en dos triangulos, ya que la altura es una
perpendicular a la base.

Figura 4.1 Triangulo oblicudngulo

De la figura anterior sabemos

senA =

Sl

h
senB =—
a

Despejando h en ambos casos, tendremos:
h=bsenA

h=asenB

Igualando las ecuaciones anteriores:
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Sen A _ Sen B

Por lo que =
q a b

. . Sen C Sen B . . .
Usando el mismo razonamiento obtenemos === = ====. Asi obtenemos la igualdad conocida como

Ley de senos:

senA_senB_senC
a b

a b o
senA senB senC

Cuando podemaos aplicar la ley de senos:
1. Cuando se conoce un lado y dos angulos.

2. Cuando se conoce dos lados y el angulo opuesto a uno de ellos.

Ejemplos:

Brayan y Deyanira se encuentran separados una distancia de 5 metros uno del otro, en el zocalo de la
ciudad, ambos con la ayuda del gonibmetro miden el &ngulo de elevacién al punto mas alto de la asta
bandera. El &ngulo medido por Brayan fue aproximadamente de 60° y el medido por Deyanira de 55°
aproximadamente. ¢Qué distancia existe desde el punto mas alto de la asta bandera al punto donde

se efectud cada medicion del angulo de elevacién?

Si realizamos una representacion grafica de la situacion (supongamos que la medicion se efectu6 de

la siguiente manera):

P
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Deyanira < » Brayan

a=5metros

Observa que se conocen dos angulos y un lado, por lo que en este caso puedes aplicar la ley de senos.
Sabemos que el angulo faltante que llamaremos A, lo encontramos
180°=55°+60°+A

A=180°-55°-60°=65°
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X

a d _—"» Angulode

A

senA senD Deyanira

De la ley de senos:
5 d

sen 65° sen 55°

_ (5)(sen 55°)

sen 65°

d =451m

a b

senAd senB

5 b

sen 65° sen 60°

B (5)sen 60°

=477
sen65° m

Ejemplo 2:

Se tiene el siguiente triangulo con los siguientes datos:

a=¢? A=¢?
b=93m B=46°
c= 65m C=¢?
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Observa que se conocen dos lados y un angulo, para obtener los elementos faltantes puedes utilizar
la ley de senos.

sen B _sen C b a
b ¢ senB  senA
sen 46° _sen C 93 a
93 65 sen 46° sen 103.83°
(65) sen 46° (93) sen 103.83°
senC = —— =0.5027 a= = 125.5371
93 sen 46
C =30.178° a=125.54m
Para el &ngulo A:
180° = A + 46° 4+ 30.178°
A =180°—46°—30.178°
A =103.82°
]
146

DGETI ACADEMIA NACIONAL DE MATEMATICAS



GEOMETRIA Y TRIGONOMETRIA:

1. Encuentra los valores faltantes a cada triAngulo
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a)

b) B
[~
83® a
A C
b
a=8 A =?
b=11.29 B =83°
c=7? Cc=?

d) Bosqueja el triangulo

a="? A =22°
b="7? B=7?
a=68.7 A=?
c=80 C =130°
b =45 B=38° 57’
c =" c=?
e)

DGETI
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S

e)
)
A

b
a=26 A=49°
c=? C=45°
b=? B=?

f)

b= 1208

a=¢? A=¢?

b=120.18 B=35°

C=¢? C=61°

g) Bosqueja el triangulo

h) Bosqueja el triangulo

a=?7A=26° a=?A="?
b=?B="? b=40B =41°
c=18C=106° c=?C=120°
e |
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Actividades de cierre

1. En CSl estan investigando un crimen de un asesinato como se muestra en la figura, ¢ Cuantos metros

de cinta se requiere para cercar la escena del crimen?

2. ¢ Cuéntos metros de cuerda se necesitan para amarrar el mastil de proa a popa?, como se muestra

en la figura.

45° :
, : \ 600 5\

T —
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1. Plantea y resuelve los siguientes problemas

a) Juan y Edgar se encuentran entrenando futbol soccer, ambos se encuentran separados una distancia
entre si de 8.5 metros, el angulo de tiro de Juan hacia el centro de la porteria es de 58°y el de Edgar
hacia el mismo punto es de 55°, si ambos golpean un balén hacia el centro de la porteria. ¢Qué

distancia recorrera el balén que golpee Juan? ¢Qué distancia recorrera el balén golpeado por Edgar?

b) Para encontrar el ancho de un rio, un topdgrafo establece dos puntos P y Q separados 50 metros en
una de las orillas del rio; posteriormente elige un punto R en la orilla opuesta y determina la medida del

angulo QPR como 78° y la medida del angulo RQP como 62°. Determina el ancho del rio.
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2.5.2 Ley de Cosenos

2.5.2.1 Relaciones paralaley de cosenos

©)

La ley de cosenos es empleada para la resolucion de triangulos oblicuangulos cuando:

e Se conoce la medida de dos lados y el valor del angulo que forman

e Se conoce el valor de los tres lados
La ley establece que el cuadrado de un lado es igual a la suma de los cuadrados de los otros dos
lados menos el doble del producto de
esos lados por el coseno del angulo
opuesto al lado que queremos
encontrar. Es posible representarla

como:

a? = b? +c? —2bc CosA
b? =a® +c? —2ac CosB

¢ =a? + b? —2ab CosC

@

A continuacion, realizaremos dos ejemplos sobre la aplicacion de la ley de cosenos. El primer caso
contaremos con la medida de los dos lados y su angulo formado.

Ejemplo 1:
Encuentra la medida del lado faltante del siguiente
triangulo:

1. Se identifican los datos que el problema nos da:

a=4.9cm A= ¢?
b= B= 44.85°
c=10cm C=¢7?
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2. Paraidentificar cudl ley de cosenos se empleara en la resolucion se debe de verificar con cuales
datos se cuenta, es decir, se cuenta con a, ¢, B y se busca b. Se selecciona la unica ley que involucra
a todos esos elementos:

b? =a? +c? —2ac CosB

3. Se sustituye y resuelve:
b? =a? +c? —2ac CosB
b? = (4.9)% + (10)? — 2(4.9)(10) Cos44.85°
b? = 24.01+ 100 — (98) Cos44.85°
b? =24.01 + 100 — (98)(0.7089)
b? =24.01+ 100 — 69.4776

b? = 54.5323
b =+v54.5323
b =17.3846cm

Ejemplo 2:
Encuentra la medida del angulo C del siguiente tridngulo:

1. Se identifican los datos que el problema nos da (las medidas estan dadas en cm):

a= 3cm A=¢?
b= 6.82cm B=¢?
c=4.7cm C=
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2. Verificamos los elementos con los que contamos, es decir, tenemos a, b, ¢ y buscamos C. Se
selecciona la Unica ley que involucra a todos esos elementos:
c? =a? 4+ b? —2ab CosC

3. Se sustituye y resuelve:
c? =a? + b? —2ab CosC

(4.7)% = (3)% +(6.82)2 —2(3)(6.82) Cos C
22.09 =9 + 46.5124 — 40.92 Cos C
22.09 = 55.5124 — 40.92 Cos C

22.09 — 55.5124 = —40.92 Cos C

Premm _33.4224 = —40.92 Cos C
-334224 _
4092 %
0.8166 = Cos C

Cos™1(0.8166) = C

35.2541°=C
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Resuelve los siguientes ejercicios sobre ley de cosenos recordando los 3 pasos sugeridos para la

solucion: 1) Identificar datos 2) Identificacion de ley a emplear 3) Sustitucion y resolucién.

a) Encuentra el valor del lado faltante:

b) Encuentra el valor del lado faltante:

DGETI

ACADEMIA NACIONAL DE MATEMATICAS

C C
a=3.8
. A =4. B=128.52°
A=64.68° B o=47
c) Encuentra el valor del lado faltante: d) Encuentra el valor del angulo C:
C
C
6 4.4
4.71
A . ‘B
783 84.7 8.02
' B
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e) Encuentra el valor del &ngulo A:

40.25

30

f) Encuentra el valor de los tres angulos:

16
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©

Actividades de cierre

1. Resuelve los siguientes problemas de aplicacion utilizando la ley de cosenos:

a) Con el objetivo de cruzar un rio caudaloso, el
equipo de rescate del bosque Miller ha decidido
utilizar la trigopnometria para usar la cuerda de
rescate (roja) apoyandose de las cuerdas de
soporte (amarillas) y cruzar personas. Se
conoce que la medida de las cuerdas amarillas
de 11my 8m y la medida del angulo que forman
es de 59.1907° ¢ cuanto mide la cuerda roja?

b) El siguiente diagrama representa el salto que
el deportista Irving Acosta desea realizar sobre
una rampa para cruzar un abismo. Se conoce la
medida de los tres postes de la rampa a
construir, las medidas son: 5m, 6my 9m.
Calcula los tres angulos internos de la rampa:

c) Se sabe que la piramide de Giza tiene las
siguientes dimensiones: aristas 230m y el angulo
que forman en la punta es de 73.7398°. Con
ayuda de la ley de cosenos, calcula la medida de
la base de la piramide.

d) Encuentra la medida de todos los angulos
internos de un triangulo que tiene sus lados con
las siguientes medidas: 25cm, 26cm y 17cm.

DGETI
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e) Miguel Gonzalez posee vigas metéalicas de 2m,
3m y 1.16m y desea construir un triangulo sin
doblar ni recortar ninguna viga ¢,cuéles seran las
medidas de los tres dngulos de la figura?

f) Se desea conocer la medida del &ngulo B de la
siguiente figura ¢ cual es su medida?

Q C @
A a=16 B

Actividades de contexto o Transversales

Con los temas estudiados hasta ahora de la trigopnometria (razones trigonométricas, identidades

pitagéricas y resolucién de triangulos rectangulos), los pondremos en practica para comprobar su

utilidad en la determinaciéon de magnitudes fisicas.

a) Un aeroplano vuela a 170 km/s hacia el nordeste, en una direccion que forma un angulo de

52°con la direccion este. El viento esta soplando a 30 km/h en la direccién noroeste, formando

un angulo de 20° con la direccion norte. ¢ Cual es la “velocidad con respecto a tierra” real del

aeroplano y cudl es el angulo A entre la ruta real del aeroplano y la direccién este?

Ayuda: La velocidad con respecto a tierra es la diagonal del paralelogramo formado por la

velocidad del viento y la velocidad del avién cuando se trasladan entre sus extremos, sin

cambiar su direccion.

DGETI

ACADEMIA NACIONAL DE MATEMATICAS

157




GEOMETRIA Y TRIGONOMETRIA: APRENDIZAJES ESENCIALES ®

Norte 170 km/hr

30 km/hr
OD

52°

» Este

Figura 4.2: Esquema del desplazamiento del aeroplano

b) Dos ciclistas viajan parejos por un sendero recto a 40 km/hora. El ciclista A, toma una
desviacion hacia la izquierda, que forma un angulo de 30 grados con el sendero. El ciclista B, 5
minutos después, toma otra desviacion hacia la derecha, la cual forma un angulo de 10 grados

con el sendero. Calcula:

i) La distancia que separa a los dos ciclistas 10 minutos después de que el ciclista A

toma la desviacion.
Si ambos ciclistas acuerdan regresar al sendero 3 kildbmetros delante de la primera desviacion,
gue distancia deben de recorrer si empiezan a regresar (en linea recta) 10 minutos después de
que el ciclista A toma la desviacion.

i) ¢ Cudl es el angulo que forman las trayectorias de regreso con el sendero?

iif) ¢ Con cuantos minutos de diferencia llegan los ciclistas al sendero?
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2.5.2.2 Célculo del &rea de un triangulo conociendo sus tres lados por la férmula de Herén

©)

La férmula empleada usualmente para la obtencion del &rea de un triangulo es:

base - altura
2

Area =
y proviene de la férmula para calcular el area de un rectangulo, solamente se divide entre dos. Esta
férmula indica que se debe de conocer la base y la altura de un triangulo, sin embargo, cuando
desconocemos la altura y sabemos la medida de sus lados conviene utilizar la formula de Herén para
el célculo del area. La formula se le atribuye a Her6n de Alejandria y se enuncia:

A=SE-a)S-b)(E -0

Donde:

A = Area

S = Semiperimetro (mitad del Perimetro)
a =ladoa

b =lado b

¢ =lado c

@

Encuentra el area del siguiente triangulo escaleno considerando las medidas en cm:

1. Primero identificamos los datos

a =12.65cm
b =5cm
c=9cm
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2. Se obtiene el perimetro y se divide entre dos para obtener el semiperimetro:

P = 26.65cm
S = 26.65cm

2
S =13.325cm

3. Se sustituye en la férmula y se realizan las operaciones:

A=./S(S—a)(S—b)(S—c)

A = /13.325(13.325 — 12.65)(13.325 — 5)(13.325 - 9)

A = /13.325(0.675)(8.325)(4.325)

A =+/323.8480
A = 17.9957cm?

@@} Actividades de Desarrollo

1. Utiliza la féormula de Herdn para obtener el area de los siguientes triangulos:

a=6.77

a) Encuentra el area del tridngulo

b) Encuentra el &rea del triangulo

Calcula el area de un triangulo escaleno que tiene |¢,Cudl es el area de un triangulo si sus lados
las medidas de los lados como: 11cm, 6cm y 9cm. miden 8.5cm, 6.77cm y 5.84cm?

>
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S

©;

1. Encuentra la medida del area de un triangulo equilatero de 8cm de lado. Resuelve este ejercicio de

dos formas diferentes:

a) Solucién utilizando la féormula de Herén:

b) Solucién utilizando el teorema de Pitagoras
bh

para obtener la altura y después utilizar A = —

2. Encuentra la medida del area de un triangulo equilatero de 12cm de lado. Resuelve este ejercicio

de dos formas diferentes:
a) Solucién utilizando la férmula de Herén:

b) Solucién utilizando el teorema de Pitagoras
b.

>

para obtener la altura y después utilizar A =

o
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Glosario

Angulo
Figura geométrica formada por dos rectas o dos planos que se cortan respectivamente en una
superficie o en el espacio.11, 12, 13, 15, 16, 17, 18, 19, 32, 33, 34, 35, 36, 38, 39, 40, 43, 44, 45,
46, 47, 48, 49, 52, 53, 55, 56, 57, 58, 59, 60, 61, 62, 63, 65, 66, 68, 69, 70, 72, 73, 74, 75, 76, 77,

78

Cateto
Cada uno de los dos lados que forman el angulo recto en un tridngulo rectangulo.12, 13, 15, 18, 20,
32, 33, 34, 36, 37,43

Cociente
Resultado que se obtiene al dividir una cantidad por otra, y que expresa cuantas veces esta contenido
LTI [V EYo T =T g I =1 e [\ V4 [0 [=] 2 Lo [o TPt 12, 34
Cosecante
Inversa del seno de un ANgUIO 0 e UN ArCO. ........coiviiiiiiii i 39, 51
Coseno

Seno del complemento de un angulo o de un arco.15, 32, 35, 40, 44, 45, 46, 49, 50, 56, 57, 58, 62,
63, 73

Cotangente
Inversa de la tangente de un Angulo 0 A& UN @rCO. ........uuuiiiiieeiiiiiiiiee e 51

Diagonal
Dicho de una linea recta
Que une dos vértices no contiguos de un poligono, o de distinta cara en un poliedro......23, 30, 78

Ecuacion
Igualdad que contiene una 0 MAS INCOGNILAS. .........ccovviiiiiieiieeeeieecee e, 20, 31, 38, 60, 62, 63

Geogebra
Programa informatico educativo usado para resolver o graficar elementos matematicos. .............. 14

Herdn
Ingeniero y matematico helenistico que destact en Alejandria. ............cccccuvvvvveiiiiinnnnnnns 4,79, 80, 81

Hipotenusa
Lado opuesto al &ngulo recto en un triangulo rectangulo.11, 13, 14, 15, 18, 19, 20, 32, 33, 34, 36, 37,
43, 56

Horizontal
ParalElo @l NOTIZONEE. .. ceeeieeee e ettt ettt et e et e e e e e e enaanns 16, 19, 41, 61

Y
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Pandemia
Enfermedad epidémica que se extiende a muchos paises o que ataca a casi todos los individuos de
(O g =T (oTox= 11 o F= o JXo JN £=o [0 o TSP 48
Pitdgoras

Filosofo y matematico griego con grandes aportaciones en conceptos matematicos.11, 19, 20, 22,
25, 26, 27, 30, 32, 33, 56, 58, 81

Pivote
Extremo cilindrico o puntiagudo de una pieza, donde se apoya o inserta otra, bien con caracter fijo o
bien de manera que una de ellas pueda girar u oscilar con facilidad respecto de la otra. ........... 49
Secante
(01011 To F= Lo T )YLCT 6oT= 10 [ I od0 1T <1 1 [ R 32,51
Seno

Cociente entre el cateto opuesto a un angulo y la hipotenusa.15, 33, 34, 39, 40, 44, 45, 49, 50, 51,
56, 57, 58, 62, 63

Tangente
Cociente entre el seno y el coseno de Un ANQUIO. ........cooiiiiiiiiiiieeiiiiieee e 15, 51, 58
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